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Resumen

Resumimos aqui la teoria de ensambles genéricos, la conexién con la termodindmica, diversos
tipos de ensambles y trucos muy importantes, con sus aplicaciones en mecéanica estadistica.

Recuadramos en cuadros grises las cosas més importantes sobre ensambles genéricos, y en
cuadros azules las cosas mas importantes sobre ensambles particulares en mecanica estadistica

(microcanénico, canénico, gran candnico e isobérico).
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1. Ensambles genéricos

Un comentario previo: La resolucién del ejercicio 18b de la gufa 2 ! es una versién un poco
mas resumida de la seccion 1 de éste apunte. Asi que quienes hayan leido dicha resolucién pueden
leer mas rapido la seccién 1, prestando atencién a lo nuevo: partes nuevas de la seccién 1 y el
resto de las secciones. Y quienes no hayan leido la anterior resolucién, pueden leer todo el apunte
de una y listo (es autocontenido), sin necesariamente leer la anterior resolucién (contenida en
éste apunte). Ahora si, desarrollemos la teoria de ensambles genéricos:

Consideremos un conjunto M, llamado espacio muestral, formado por posibles estados r € M
de nuestro sistema fisico, donde cada estado r posee una probabilidad p, de ser el estado del
sistema. Por simplicidad, consideremos que M es discreto (#(M) = Q € N es la multiplicidad
del sistema y es un numero natural), por lo que:

> pe=1
reM

Definimos la entropia estadistica o de Shannon del sistema como:

S = = X pelulor) = (o) = (n () 1)
reM pr

Ver https://en.wikipedia.org/wiki/Entropy_(information_theory) para mas detalle.

Notar que en general vale: Segt > 0, y ocurre que Segt =0 <= Ir € M/p, =1 < py =
Ot

Si maximizamos Sest(p1, - - ,Pr, -+ , ) sujetos al vinculo ), pr = 1, obtenemos (usando

el método de los multiplicadores de Lagrange): 2

W(pr) = Sest pr - (Z Pr — 1>

Luego, si maximizamos esta funcién respecto de las variables p,, obtenemos (para todo r € M):

ow

0 p—
Opr

—In(p,) —1-v <= p,=e"=A

Wer
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gk(xl, s

Z M Vgr (2

perpendlcular a la superficie formada por los vinculos S = {gk(ﬂ) =0V 1<Ek<n} CR2 Noes dificil ver que

-, ow
plantear ésto es equivalente a plantear: VW (%) = V | f(Z) — Z Megr(Z) | = 0 o equivalentemente que 7( =

2Probablemente hayan visto en Matematica 1 que para maximizar una funcién f(z1, - - -

<f(;i”) — Z Ak Gk (f)) = 0 para todo 1 < r <, donde se definié la funcién auxiliar W (& Z Aegr (T
P

2

http://materias.df .uba.ar/ft3a2020c1/files/2020/04/Guia_2_Maximizaci’%C3%B3n_de_entrop’C3%

,xq) sujeta a los n vinculos

,xq) = 0 con 1 < k < n, el método de los multiplicadores de Lagrange consiste en plantear que V f(Z) =

, donde A\ con 1 < k < n son los multiplicadores de Lagrange. Es decir, que el gradiente de f es
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Y como se debe verificar el vinculo:
1

ZpT:AQ:prﬁzl — przﬁ

reM

Vemos que el maximo de entropia se da cuando todos los estados son equiprobables, que es la
distribucién de probabilidad en la cual la incertidumbre antes de conocer el estado es maxima,
y la informacion que se gana al conocer el estado es maxima.

En general, cuanto mayor sea Sest, mayor es la incertidumbre antes de conocer el estado, y
mayor informacién se gana al conocer el estado.

Maximizar la entropia se corresponde luego con maximizar la incertidumbre antes de conocer
el estado.

Ahora planteemos otra situacién: Maximicemos la entropia dado el vinculo .\ pr = 1,
y también dados los vinculos (Ag) = ar con 1 < k < n (hay n valores medios fijos), donde ay
es un numero real fijo y A; es una cierta magnitud del sistema cuyo valor depende del estado
del sistema: Si el estado es r entonces Ay vale Ay, (O sea, Ay : M — R). Cada uno de los n

vinculos (Ay) = ax los podemos reescribir como: —ay, + (Ag) = —ay, + Z prAg, = 0.
reM

La distribucién de probabilidad sobre el espacio muestral M que se obtenga a partir de
maximizar la entropia Ses; dados los anteriores vinculos de valores medios (Ay) = ax con
1 < k < n (ademds del vinculo ) .,,pr = 1), nos determina lo que denominamos un

ensamble estadistico con vinculos (A;) = a; con 1 < k < n.

Entonces, si maximizamos Sest sujeto a los anteriores vinculos usando multiplicadores de

Lagrange, debemos maximizar la funcion:

W(pr) = Sest(pr) -V <Z Dr — 1) - Z )\k <_ak + Z pTAk,r>
k=1

reM reM

Si maximizamos esta funcién respecto de las variables p,, obtenemos (para todo r € M):

aW n n
0= e =—In(p,)—1—-v— Z)\k’Ak,r <~ p, = Aexp (— Z)\szk,r>
" k=1 k=1

con A =e177. Y como se debe verificar el vinculo:

1:ZpT:AZeXp<—Zn:)‘kAkw>EAZ:l == A:%
k=1

reM reM

donde:

7 = Z exp (— i)\kAk’r> (2)
k=1

reM

se define como la funcién de particién del sistema. Luego, las probabilidades del



sistema que maximizan la entropia dados los vinculos es:

exXp (— Z )\kAk,r>
):

m (3)
Z exp <— Z )\kAk,r’>
k=1

r'eM

Dr = *eXp ( ZAkAkr

k=1

Si planteamos los otros vinculos:

1 = 1 0Z d(In Z)

(Ik— Ak‘ ZpT‘Akr:* ZAk’reXp <_Z)\kAk,’r‘> = —— — = —

=Y ey pue Z Ok 0Nk 1, i
oy . —~ Of
En definitiva obtenemos (recordar que por definicién: d(f(x1,--- ,z,)) = Z Fr. dxy):
k=1 O ik
o(ln Z
ap = — (n ) <~ dan Zakd)\k (4)
ONe |\, otk
]7]

—

entendiendo a InZ (X) como una funcién de los multiplicadores de Lagrange A =

(AL, 5 An).

Y si calculamos la entropia estadistica que corresponde al estado que la maximiza (dados

los vinculos):

Sest = Sest (pr—exp< ZAkAkr>>:_Z;eXp< ZAkAkr>1n<eXp< ZAkAkr>>

reM k=1
SRS IS e (zpr) nz s (zprAk,) Sy N
reM reM = reM = reM k=1
En definitiva:
n
SEX=InZ+> Aay (5)
k=1
y en consecuencia:
n n n
dSE = d(In Z) + ) (axdhg + Medag) = > (—axdAg + ardh, + Mpdag) = > Aeday
k=1 k=1
0 equivalentemente:
H Smax e
Ap = =<t = dSE = Mday, (6)
Oag |, -
aj J7k
Notemos que SEX* = SI8%(a) es la transformada total de Legendre de In Z, y viceversa.




Ahora bien, si calculamos:

82(1112)_ d(Ay) B n
ON O - O\ o a)\l Zpr ko | = a)\l ZAIMGXP )‘kAkr

reM

— 212(§f > Agpexp (— > )\kAk,r> + % > A Ay exp <_ > AkAk”)

reM reM

a(ln 7)

D Akepr+ D AprAiype = (ApA) — (A1) (Ag) = Cov(Ay, Ay)
reM reM

obtenemos los elementos de matriz de la matriz de covarianza (que es simétrica), sélo con

derivar dos veces a In Z. En definitiva:

2(In

En particular, si k = [, obtenemos la varianza de Ay:

0*(InZ
TWD) _ (43~ (40)? = Covl e, A1) = of
O\
k
. . e — e ¢ 82(111 Z) . .. .
La matriz de covarianza K ;7 = ((4 — a@)(A — a@)") = S3aN es (semi-)positiva definida ya

—

que (siendo w un vector constante): w'K z y w = w' (A=3)(A—-ad)")w= (w(A—a)A-ad)iw)=
<(wt(/f— 6))2> > () para todo vector w gracias a que w'(A — @) = (A — @)'w es un escalar. En
consecuencia la matriz de covarianza es semi-definida positiva.

Notemos que, si calculamos los elementos de matriz de covarianza relativos (una generaliza-

cién trivial del cuadrado del error relativo 0%/ (X)?):

1 (ARA) L 0(Ag) 1 9ln((Ax)) 1 9ln({A))

7CO A,A :7—1:— — —
Ay e S Ay T T T ) on ) on . (Ad o
Notar que si k = [, se tiene el cuadrado del error relativo:

0']% B 1 0ln((Ag))

(A)? (A O

Si suponemos que las magnitudes Ay para todo 1 < k < n son extensivas (es decir, son

proporcionales al nimero de particulas N del sistema: Ay o< N), y que la entropia estadistica es
Smax

también una cantidad extensiva, entonces debe ocurrir trivialmente que A\ = est de-
Oay, |,.
aj J7#k
ben ser cantidades intensivas (que no dependen de N). Luego, al tomar el limite termodindmico

N — 00, ocurre que los elementos de matriz de la covarianza relativos tienden a cero:

1 1 oln((4;)) 1 )
WCOV(Ak,Al) ——— x—=—0 si N— o (8)

<Ak> OAg N
En particular, los errores relativos J,% x 1/N — 0 en el limite termodindmico N — oc.
Luego, en el limite termodindmico, las fluctuaciones de las variables A alrededor del valor
medio aj son despreciables. En consecuencia considerar un ensamble con uno de sus vinculos que

sea que el valor medio de una magnitud (Ag) fijo, es equivalente (en el limite termodindmico) a

5



considerar un ensamble cuyo espacio muestral sélo contenga sistemas cuyo valor de la magnitud
Ay sea exactamente igual a ay.

Por ltimo, notar:

2SI P\,

8al8ak N (97611

2 gmax
est

dadat ’
A(@) = F(d). Por lo tanto, por el teorema de la funcién inversa, ésta matriz es la inversa de

es el elemento [, k de la matriz y no es dificil ver que es la matriz diferencial de la funcién

-

la matriz diferencial de la funcién @(X) = F~1(X), que como vimos, es igual a menos la matriz

2
de covarianza K ;; (ya que sus elementos de matriz son ((A; — a;)(Ar —ax)) = %ilg)\Z) -
107K
day, -1
——— =—(D(F :
o~ PE D)
o - G g (Pmz)NT
= DF = (D(F =(-Kz7) =—Ko=—|—"—=="
9aoat (D(F™) ( ) A ( ONON ) ¥

donde, para invertir la matriz de covarianza se asumio que es inversible, o equivalentemente que

es positiva definida (descartando el caso de que sea semi-positiva definida o equivalentemente

max

X es negativo definido, y en

que tenga algin autovalor nulo). Por lo tanto, el hessiano de

consecuencia el extremo hallado de la entropia es un maximo.

1.1. Ensambles en continuo

En caso de que M no sea discreto, la formula de la entropia estadistica se obtiene

reemplazando la sumatoria Z de la expresiéon 1 por una integral / d" R, si especificar
reM M
el estado r € M consiste en especificar el valor de L variables aleatorias R = (Ry,--- , R) que

toman valores continuos:
Set == [ B W(F(E)ER
M

y se denomina entropia diferencial o continua (para més detalles ver https://en.wikipedia.
org/wiki/Differential_entropy).

Un pequernio comentario al respecto: Como se debe verificar [ ut (é)dL R = 1 entonces las uni-
dades de la distribucién de probabilidad son trivialmente: [f] = [d“R]™! = [Ry]~!(---)[Rz] "
Ahora bien, puesto que en el cdlculo de la entropia se estd aplicando un logaritmo a f, enton-
ces es necesario que f(}_f) sea adimensional (ver http://math.ucr.edu/home/baez/physics/
General/logs.html), para lo cual el elemento de volumen d’R debe ser adimensional.

Si partimos de variables 71, (- -+ ), tales que d"r no es adimensional, entonces pode-

. dw dFr . )
mos normalizar dw = dir — d*R = — = —— donde wy es una cantidad con unidades de
wo wo
_ 14L . . . .
volumen [wp] = [d"r] que va a servir para adimensionalizar el elemento de volumen

dLr.
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dL .
En consecuencia se pasa de tener 1 = [, pn(F)d"r = [}, pN(F)wgw—r = / f(R)d*R, donde
0 M

pn es una densidad normalizada. También se puede tener una densidad p no normalizada (Vp =
I} M p(F)dLr # 1), por lo que podemos considerar que la densidad normalizada es py(7) = p(VF)
0

y luego se tiene: f(R) = py(7wo = g p(Fwo = Jur ZEgdLrwo i p(f;’g?Lr/wo'

Si interpretamos a wy como el volumen de un microestado, entonces la cantidad de

w Vol 1
microestados en un espacio muestral M es igual a Q = — # = — / d'R.
. wo wo wo Jm
No es dificil ver, al maximizar Segt[f(R)] (que ahora es un funcional), que todas las ecua-
ciones 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9 de la anterior seccién son validas reemplazando

Z—>/ d*R = d'r (10)
M

W
reM M 0

1.2. Ensambles en términos de copias del sistema

Otra forma de entender a los ensambles es en términos de copias del sistema: Un en-
samble es un conjunto de muchas copias de un mismo sistema en un mismo
estado macroscépico de equilibrio en un mismo tiempo, pero posiblemente
en distintos estados microscépicos. Esto nos da una distribucién de probabilidad
sobre los posibles estados microscopicos de un sistema dado que esta en un cierto estado

macroscopico en equilibrio.

Consideremos que hay 7 copias del sistema (con 1 un nimero gigante: 7 — 0o; por supuesto,
las copias no interactian entre si) que se encuentran en el espacio muestral M distribuidas con
la distribucién de probabilidad {p, / r € M} que maximiza la entropia dados ciertos vinculos.
Es decir, cada una de las n copias del sistema es un elemento de M, y van a haber n, = p,n
copias en el estado r € M (gracias a que la probabilidad es frecuentista y que n — o). Por

supuesto, se debe cumplir el vinculo trivial Z N =1, y si hay vinculos de la forma (Ag) = a

reM
se traducen a: Z Ay = N0
reM
Consideremos que el espacio muestral M = {1,--- ,Q} es discreto y posee € elementos

(etiquetados por numeros entre 1 y £ € N). Entonces la multiplicidad de ésta distribucién de
estados, es decir la cantidad de formas que hay de elegir n copias tales que hayan 7, copias en el
estado etiquetado por r para todo r € M esigual a: La cantidad de formas (7;71) de elegir 71 copias
de las n copias totales en el estado 1, multiplicadas por la cantidad de formas (77;2’71) de elegir 7o
copias de las n—mn; restantes en el estado 2, multiplicadas por la cantidad de formas (7’_2713_772) de

elegir 13 copias de las n — 11 — 12 restantes en el estado 3, y asi sucesivamente hasta multiplicar

por la cantidad de formas (”_771_’72:75(2"' )_77“—1) de elegir ng copias de lasp—m —n2— (- -+ ) —na—1



restantes en el (ultimo) estado Q:

(N (n—m\(n—m-—m\, (n—m—()—ne
o= (o) (") 05 e ()
_ o=t =) (- mee =)
=) e (== 3\ (n —m—rmr=75)! " “maln—m = () = ma1 = 70)!
_ n' _
—omlnetns!(--)nal IT »!
reM

en caso de que las ) copias del sistema sean distinguibles. Se utiliz6 n — Z nr=n—m—()—
reM
No—1—nNo=0y0! =1

Pero si las 1 copias del sistema son indistinguibles, podemos aplicar el conteo correcto de

Boltzmann dividiendo lo anterior por n!:

Iy —FD =

1
G I »!

reM

Y si calculamos (utilizando la aproximacién de Sterling):

InT'p =1In(n Zln ) ~n(lnn—1) — Zm Inn, —1)
reM reM

n(lnn —1) +an nzmln<m)-n(lnn—l—f—l—zmln( ) lnnznr

reM reM reM reM

:77<1n77—1+1—1n77— Z I (Ur)) :77<— Z mln<m>) :17<—Zprln(pr)
rE]V[n " TEMn N reM

= 775est

Por otro lado, si aplicamos el conteo correcto de Boltzmann:
InT;=InTp —In(n!) ~n(Sest —Inn+1)

Entonces, notamos que maximizar la entropia estadistica St es equivalente a maximizar
InT'p = nSest (ya que 1 es un nimero fijo), lo cual también es equivalente a maximizar InT'; =
InT'p —In(n!) ~ n(Sest —Inn+1) y a su vez es equivalente trivialmente a maximizar I'p y a
maximizar I';.

En definitiva, vemos que maximizar la entropia es equivalente a maximizar la mul-
tiplicidad (independientemente de si las copias son distinguibles o indistinguibles),

luego el equilibrio fisico se corresponde con éste maximo.

1.3. Distribuciones de maxima entropia, ejemplo: Ejercicio 18b,
guia 2

La distribucién de probabilidad que maximice la entropia va a depender fuertemente de

los vinculos <Ak(ﬁ)> = qay, en cuestion, y del dominio de las variables aleatorias. De hecho,

)

2



podemos ver en la tabla de la pagina https://en.wikipedia.org/wiki/Maximum_entropy_
probability_distribution#0ther_examples que se pueden obtener distribuciones de proba-
bilidad que maximicen la entropia muy diversas, que dependen en esencia de los vinculos elegidos
y del dominio de las variables aleatorias.

En particular, mostraremos como es la distribucién de probabilidad de maxima entropia en
un sistema con una variable aleatoria z que pueden tomar cualquier valor real (continua), con
los vinculos (z) = u (con multiplicador de Lagrange asociado \) y (Az?) = ((z — pu)?) = o2
(con multiplicador de Lagrange asociado ). Entonces la funcién de particién del sistema queda

de la forma:

7 - / dp e N—Ea—p)? _ / i e~ Na—pt)—E@—1)? _ ;M / d e~ Na—n)—E@—p)?
R R R

2
_ G_AH/ dx e—AAr—ﬁA:E
R

donde definimos Ax = x—u. Luego, para poder integrar, completamos cuadrados en la expresion
dentro de la exponencial del integrando:
2 2, A
— Mz — Az = —¢ [ Ax? + ZAz ) = —¢ [ Az® 42

%))
3 2¢
A A2\ N2 A\ A2
=—¢|A 2 A — —=—¢((A —
§<x—|— (5) x+4€2>+4€ §< x+2§> +4€ (11)
A 2
(Ax + 25)
donde se asumié que & # 0. Entonces la cuenta que hay que hacer es la siguiente:
20 = [ dr iar-ess
R
2
_ / de e (Az+2§> +%
R
2 2
eiA‘LHF:\T& / dr e <A$+ ) (12)
R

—Alﬁ‘i‘z/dy e 8y
_ /\;H- \/7

donde en el segundo renglon se utilizé la ecuacion 11, en el tercer renglén se extrajo de la
)\2
integral el factor Constante e* | en el cuarto rengléon se realizé el cambio de variable x — y =

T —p+ — = Az + — con jacobiano igual a 1, y en el quinto y tltimo renglén se utilizé que la

28 6
I
integral de una gaussiana en los reales es precisamente / dy e = \/; 3
R

3Podemos demostrar ésto si lo elevamos al cuadrado, lo vemos como una integral en dos dimensiones y

2
pasamos a coordenadas polares: (/ dy e_gy2> = (/ dx e_éxz) (/ dy e_5y2> = // dxdy S ) =
R R R R2


https://en.wikipedia.org/wiki/Maximum_entropy_probability_distribution#Other_examples
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Y luego:

InZ(A 5)—11 - A —i——)\Q—ll 13 (13)
n §) =g lnm— Ay €2 n
Entonces, si se plantean los vinculos se obtiene:
0 A A
7 B\ n W 2% = 2% 0 —

Donde se utilizé que & # 0.
Y si calculamos ahora la derivada segunda de In Z respecto a A\, deberiamos obtener la matriz
de covarianza de = (o sea, como hay una sola variable, deberfamos obtener la varianza o?):
o = ((x— p)?) zaQS;Z):—;\ (—88)\an> :_885( (“_2/\§> zég—l — 5:%
También podemos obtener la varianza o2 derivando a InZ respecto al multiplicador de
Lagrange £ asociado al vinculo que fija la varianza:
2 2
o= —geZ = (3~ 3m) = ~Tgg )+ g0~ g g€
donde se utiliz6 en el iltimo paso que A = 0 por el anterior vinculo. De ésta forma se reobtuvo
que o2 = (26)7L
Esto nos permite escribir la distribucién de probabilidades de la forma:

2
f(a:) _ lef)\:pfﬁ(xﬁu)Q _ 1 )\,uef)\Azng:pQ o lef)\,qu% 6—§(A$+ﬁ)

7 7¢

2
N N O,
T 2mo?

donde se utilizé la ecuacion 11 en el tercer paso, se reemplazé Z(\,€) en el cuarto paso, y en

el quinto y tltimo paso se utilizé lo obtenido a partir de los vinculos: A =0y & = (202)~!. En
definitiva, la funcién de distribucién de probabilidad de una variable aleatoria x con dominio en
R, que maximiza la entropfa sujeto a los vinculos (z) = uy {(z — p)?) = 02, es una distribucién
gaussiana de una variable.

También se puede calcular la entropia estadistica de ésta distribuciéon simplemente haciendo:

" 1 A1
Sest (f(R)) = SU = In Z + A\ + £0? = §ln7r+4—§ — 51n£+§02
1

1 2\—1 91 2 _ 1 2 1 2
:§lnﬂ'f§ln(2a) +(20%) o :§(II17T+ln(2a)+1):§ln(27rea)

donde en el tercer paso se reemplazoé la expresion de In Z, en el cuarto paso se reemplazaron las

expresiones A = 0y £ = (202)~! obtenidas con los vinculos, y luego se hicieron cuentas.
max

Nétese de hecho que derivando a S™8%(u, o) podemos reobtener: A = aeSt = 0 y también
u
OSmx 1 . . .
&= 5~ = 55, es decir: Recuperamos lo obtenido con los vinculos.
d(c?) 20
2 Foo 2 1 Foo T 0
/ do / dr r e ¢ = 2 2—5 dr e = E(_O +1) = g, donde se utilizé que el jacobiano al pasar
0 0 0
de coordenadas cartesianas a polares en R? es igual a r, y se realizé el cambio de variable r — u = £r? (luego
1
rdr = 2—£du). Por lo tanto, tomando raiz cuadrada de lo anterior: / dy e~V = g
R
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2. Conexion con termodinamica

En termodindmica, sabemos por la Segunda Ley que en un sistema aislado en equilibrio, la

entropia termodindmica Siermo €8 maxima.

Ahora estudiaremos la conexién de la entropia estadistica con la entropia ter-
modindmica de un sistema aislado en equilibrio (por lo tanto posee entropia
maxima):

Stermo = kB érslgx (14)

lo cual nos permite conectar (usando la ecuacién 6):

n 1 m Y; -
kpdSe™ = " kpApday = dStermo = (TdU -> TdXi) ‘ (15)
k=1 =1 M

Por supuesto, se utilizé para la expresién de dSiermo €l primer principio de la termodindmica:
6Q = dU — Wt = dU — Z Y;dX;; y se utilizé el hecho de que, en procesos reversibles ocurre
que 0Qr =T4dS. =

Donde —W ) = (FI/VE(}Z{)t = Y;dX; es un trabajo externo genérico realizado sobre el sistema,
y X, es en general una variable extensiva (en general es el valor medio de una cierta magnitud
extensiva: X; = (X;)) e Y; es una variable intensiva, que puede ser de la forma tipica Y;dX; =
—pdV para un sistema con presién p y volumen variable (con Y; = —py X; = V), y puede ser de
la forma tipica Y;dX; = pudN para un sistema con potencial quimico p y nimero de particulas
variable (con Y; = uy X; = N). También podemos considerar que se tienen varios componentes
quimicos en el sistema con nimero de particulas variable: Y;dX; = u;dN;. Pero también pueden
haber trabajos més atipicos, por ejemplo de la forma Y;dX; = T'dL para una soga con tensién
T y longitud L, de la forma Y;dX; = sdA para una ldmina superficial con 4drea A y tensién
superficial s, de la forma Y;dX; = EdPg para un sélido dieléctrico con campo eléctrico externo
E y polarizacién total Pg, de la forma Y;dX; = uoHdM para un sélido magnético con campo
magnético externo H y momento magnético total M * | de la forma Y;dX; = Vodg para una
pila reversible.

Podemos considerar también Y;dX; = —dU (conY; =—-1y X; = U), que no es un trabajo
externo y ademds ya lo consideramos en la expresién anterior, pero igual posee esa forma.

Por ultimo, observamos que la anterior expresion estd sujeta al espacio muestral M. Por
ejemplo, si en el espacio muestral M sélo se consideran los sistemas cuyo volumen es exactamente
igual a un cierto V, entonces se debe considerar que dV|,, = 0. De la misma forma, si en el

espacio muestral M sélo se consideran los sistemas con X; = X; g entonces: dX Z’ v =0

4En sistema de unidades gaussianas como cgs se toma g = 1; ver apunte http://materias.df.uba.ar/

£t3a2020c1/files/2020/04/adicional _glpl2.pdf para més detalles acerca de éste tipo de trabajo.
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Consideremos un ensamble, definido por un espacio muestral M = {X; = X; o = cte Vn+1 <
i < m} (con 0 < n < m) cuyos valores medios fijos (vinculos) son: ag = (Xo) = Xog = U la
energia media del sistema, y las cantidades ap = (Xi) = X, para 1 < k < n. En éste caso, la
anterior ecuacién se traduce a (como dyi‘M =0paran+1<i<myay=Uya,= X para

1<k<n):

7

kpdSmex = Zk:B)\kdak = kpApdU + ZkB)\kka — dSiermo = dU Z Yo%,
k=0 k=1

La anterior ecuacion nos permite conectar los multiplicadores de lagrange A

con las variables intensivas Y; con significado fisico en el problema: Si se toma

ar = X para un cierto k, entonces a partir de la anterior igualdad podemos deducir:
0

Y
kpArd _——dX N = ——n,
BAkAG k —> Ak k5T

Notar en particular que para ag = Xg = U se tiene que el multiplicador de lagrange

correspondiente es:

1

55)\U:]€37T (16)

En particular para ar, = X3 = N se tiene que el multiplicador de lagrange correspondiente

[SiSH

“ksT = —fu (17)

En éste caso particular se suele definir una cantidad llamada fugacidad de la forma:
z=e 7 = efr = en/(ksT) gracias a que como N es adimensional por ser un nimero, 7y
también lo es y z también.

En particular para ay = X} = V se tiene que el multiplicador de lagrange correspondiente

[SiSH

s=aw=-0 g (18)

Por tltimo, en general se tiene que el multiplicador de Lagrange para aj = X, es:

Y
M=z, =~ = A% (19)

Luego, la expresién de la funcién de particién en el anterior ensamble es la siguiente:

Z =Y exp (— > AkAk,,) = exp (—ﬁ (E = Yka,r>> (20)
reM k=0 reM k=1
con distribucion de probabilidad asociada:

Pr = %exp <_B (Er - ZYka,r>> (21)

k=1
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Si en este caso calculamos:
n n .
—kpT'In(Z) = —kpT (Sgsl?x -> )\kak> = —T'Stermo + kT8 <U = Yka:>
k=0 k=1
Luego, como kT8 = 1, se tiene:
n J—
Gz =—kpTI(Z) =U — TStermo — Y _ Y Xk (22)
k=1
Como el primer principio de la termodindmica implica (en procesos reversibles) dU = T'dS +
m
Z Y,dX; (con m > n), entonces si calculamos el diferencial de Gz, se tiene:
i=1
n . m .
dGy = —8dT = > XdY, + Y YidX; (23)
k=1 i=n+1

Es decir, la elecciéon del ensamble (las magnitudes cuyos valores medios estan fijos en el

ensamble y las restantes magnitudes que estan fijas en el espacio muestral) determina un

potencial termodindmico Gz(T,Yy,--- Yo, X g1, ,Ym), que es una transformada
de Legendre parcial de U(S, X1, -+, X,,) en las variables cuyos valores medios estan
fijos en el ensamble (es decir: S, X1,---,X,,).

3. Ensambles particulares en mecanica estadistica

Aqui sélo consideraremos los trabajos externos tipicos de la forma —pdV y pudN, sin consi-

derar ningtin otro trabajo externo YdX. Es decir, el primer principio es:

dU = TdS — pdV + udN

3.1. Ensamble microcandnico

Consideremos un ensamble, llamado microcandénico, formado por un espacio muestral
M = {(E,V,N) = ctes} que consiste en todos los estados termodindmicos que posean

E =U =cte, V =cte y N =cte; que no posea vinculos mas alla del vinculo trivial

E pr = 1.
reM
Entonces, la funcién del particién (ver ecuacién 2) del ensamble microcanénico

es igual a la multiplicidad del espacio muestral Q = #(M) € N (considerando que

éste es discreto y finito):

ZLmicrocantnico — Z ca Lk A — Z 1=0 (24)

reM reM
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Esto es ya que no hay vinculos (Ax) = a; més alla del vinculo trivial, entonces n = 0y
n

en consecuencia cualquier sumatoria E M Ag,» = 0 es siempre nula.

k=1
En consecuencia, la distribucion de probabilidad que maximiza la entropia en éste en-

samble (que es la que le corresponde al ensamble), es la distribucién equiprobable (ver
ecuacién 3):

1 n 1
= —e Zk:l )\kAva = — 2
br Qe 0 ( 5)

Luego, como no hay vinculos mas alld del vinculo trivial, no tiene sentido plantear las
ecuaciones 4 ni 6.

Si tiene sentido plantear la ecuacién 5:

n
fgﬁgcanomco = kB g;?x = kB (ln Zmicrocanénico + Z Akak) = kB InQ (26)
k=1

Puesto que
_ 1 p H
ds = TdU+ TdV— TdN

oS oS

podemos deducir la temperatura 7! = — , la presion p =T — y el
. . a8 . . . .
potencial quimico y = —T N a partir de derivadas primeras de la entropia
U,V

S(U,V,N) = kglnQ.

3.2. Ensamble candnico

Consideremos un ensamble, llamado candnico, formado por un espacio muestral M =
{(V, N) = ctes} que consiste en todos los estados termodindmicos que posean V =cte y

N =cte; que posea sélo el vinculo (F) = U, ademas del vinculo trivial Z pr = 1.

reM
Entonces, la funcién del particién (ver ecuacién 2) del ensamble candnico es igual a:

Q = annénico = Z e Lk M A — Z e_ﬁEr (27)

reM reM

En consecuencia, la distribucion de probabilidad que maximiza la entropia en éste en-

samble (que es la que le corresponde al ensamble), es la siguiente (ver ecuacién 3):

1 n 1
pr = e~ Thai M ée’ﬁEr (28)

Si planteamos la ecuacién de vinculo 4, se obtiene:

_9(mQ(B))

U= 5
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Si planteamos la ecuacién 5, se obtiene:
Sgandnico — kpSMAX = kp(InQ + BU) (30)

Si planteamos la ecuacién 6, obtenemos:

_ H.Smax _ 10 Scanénico _ 1

est termo
= = 31
B oU kp O0U kT (31)
1 — 1
donde se utiliz6 el primer principio dS = TdU + %dV — %dN , v luego % - =T Y

se utilizé que (V, N) =ctes ya que en el espacio muestral M ocurre que (V, N) =ctes.
Ademés, si multiplicamos a SE09m© por T en la antetltima ecuacién y despejamos

—kpT In @, obtenemos (considerando kT3 = 1) la energia libre de Helmholtz:
— kpTInQ = U — T'Stermo = F (32)

Es decir, la energia libre de Helmholtz F' es el potencial termodinamico deter-

minado por la eleccion del ensamble canénico.

Por tdltimo, si empezamos a calcular derivadas segundas, considerando la ecuacién 7:

Q)  oU  aToU 1

2 2
e J(In Q) 1 . ,
donde se utilizé6 que U = o5 que T(B) = (kpB)~ ", y que la capacidad calorifica a
oUu oUu .
volumen constante es Cy = — = — ya que en el ensamble candénico, V y N ya son de
oT V.N oT

por si constantes en el espacio muestral M.

Ademas, si calculamos el error relativo al cuadrado de E, obtenemos:

% S o L s N o (34)
2 = kB U2O<N si o0

donde se record6 que T es una variable intensiva, y que Cy y U son variables extensivas, y por
lo tanto proporcionales al nimero de particulas V. Y se aplicé al final el limite termodinamico
N — +o0.

Por lo tanto, en el limite termodindmico N — 400, da igual considerar el ensamble micro-

canénico (con E =cte) que el ensamble candnico (con (E) = U =cte): Ambos son equivalentes.
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3.3. Ensamble gran candnico

Consideremos un ensamble, llamado gran candnico, formado por un espacio muestral
M = {V = cte} que consiste en todos los estados termodindmicos que posean V =cte;

que posean los vinculos (E) = U y (N) = N, ademés del vinculo trivial Z pr = 1.

reM
Entonces, la funcién del particién (ver ecuacién 2) del ensamble gran candnico es igual a:

ZGC = Zgran canénico — Z e D=1 MeAr — E 6_’3Er_’yN' = E ZNTC_BET (35)
reM reM reM

donde se utilizo la definicién de la fugacidad z = e™7, que puede reemplazar al multipli-
cador de Lagrange v asociado al vinculo (N) = N.

En consecuencia, la distribucion de probabilidad que maximiza la entropia en éste en-
samble (que es la que le corresponde al ensamble), es la siguiente (ver ecuacién 3):

LS—ZE:M;CA;C,,«: 1 e—ﬂEr—’YNr (36)

p =
" Zac Zage

Si planteamos la ecuacién de vinculo 4, se obtiene:

d(In Z,
U=— (D 20(577)) (37)
p )
equivalentemente, la derivada puede ser tomada a z constante.
y también se obtiene
N = _ 6(IHZGC(677)) _ _% 6(IDZGC(672)) — - 8(111200(,8,2)) (38)
07 5 0 0z P 0z s
donde se expresé la derivada en términos de v y de la fugacidad z.
Si planteamos la ecuacién 5, se obtiene:
SGS o = kpSme* = kg(In Zac + BU + N) (39)
Si planteamos la ecuacién 6, obtenemos:
OS2 1 98¢¢ 1
5 _ “Mest - termo — (40)
ou |y kg 0OU |x kBT
y ademas
0S5 1 0S¢ 7
7 6N U kB GN U kBT BIM ( )

1
donde en las dos anteriores ecuaciones se utilizé el primer principio dS = —dU + BdV —

T T
— S 1 S
%dN, y luego U - =TV P oy = —%. Y se utilizé6 que en ambas ocurre que

V =cte ya que en el espacio muestral M ocurre que V =cte.
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Ademés, si multiplicamos a SEC _ por T en la ecuacién 39 y despejamos —kpT In Zgc,

obtenemos (considerando kgTf =1y kT~ = —u) el gran potencial:
—kTInZgc = U — T'Stermo — pN = Q = —pV (42)

Es decir, el gran potencial 2 es el potencial termodinamico determinado por la
eleccion del ensamble gran canénico.

Respecto a la ultima igualdad, si consideramos que U (S, V, N) es una funcién homogénea
de primer orden U(bS,bV,bN) = bU(S,V,N) V b € R (ver ejercicio 5 de la guia 1),
entonces es valido que dU = TdS — pdV + udN =— U =TS — pV + uN, y luego:

Q=U-TS5— uN = —pV. O equivalentemente: pV = kgT In Zgc.

Por tltimo, si empezamos a calcular derivadas segundas, considerando la ecuacion 7, pode-

mos obtener nuevamente o%/U? = kgT?Cy/U? « 1/N — 0 si N — oo. Y también podemos

obtener:
2InZ N N 1 N
O_JQV:a(DZGC) :_87 :_ai 87 :—kBTVa( /U) :kBTKQ@ :]{IBTf@
oy P 0 |p 0Y|p Ow|p o |p v? Ol p v Op|p
— In Z,
donde se utilizé que N = — a(naGC) , que f =cte <= T =cte, que v = —pu/(kpT), que
T s

V =wvN y que en el ensamble gran candnico, V ya es de por si constante en el espacio muestral

M.

Ademss, si calculamos el error relativo al cuadrado de IV, obtenemos:

1 _
ocﬁ—>OsiN—>+oo (43)

donde se recordé que T, v, i son variables intensivas, y que V = vN es una variable extensiva.
Y se aplicé al final el limite termodindmico N — 4o0.

Por lo tanto, en el limite termodindmico N — +o00, da igual considerar el ensamble
canénico (con N =cte) que el ensamble gran canénico (con (N) = N =cte): Ambos son

equivalentes entre si, y a su vez son equivalentes al ensamble microcanénico.

3.4. Ensamble isobarico

Consideremos un ensamble, llamado isobarico, formado por un espacio muestral M =
{N = cte} que consiste en todos los estados termodindmicos que posean N =cte; que

posean los vinculos (E) = U y (V) =V, ademés del vinculo trivial Z B = 1,
reM
Entonces, la funcién del particién (ver ecuacién 2) del ensamble isobérico es igual a:
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— — > AMAk —BE,—6Vr
ZIB e Zisobérico = Z € % Z € B (44)
reM reM

En consecuencia, la distribucion de probabilidad que maximiza la entropia en éste en-

samble (que es la que le corresponde al ensamble), es la siguiente (ver ecuacién 3):

1 n 1
— = e M Ak — —BE,—5§V, A5
br = € = e

" Zs ZiB (45)

Si planteamos la ecuacién de vinculo 4, se obtiene:

O(In Z;5(8,6))
UO=— ——"-—= 46
op 5 &
y también se obtiene
= o(In Z;5(8,6))
V=———— 47
%, (47)
Si planteamos la ecuacién 5, se obtiene:
SIB o = kpSR¥ = kp(In Z;p + BU + &V) (48)
Si planteamos la ecuacion 6, obtenemos:
0Shax 1 osiB 1
p=2ut’) _ 1 Otmo (19)
ou | kp 00U |y kT
y ademas
max 1 1
g D) _ L O%emo| _ P _ g (50)
oV U kp ov U kgT
1
donde en las dos anteriores ecuaciones se utilizo el primer principio dS = TdU + %dV —
o oS 1 98 D o
—dN,yluego — ==y —= = —. Y se utilizé que en ambas ocurre que N =cte
TV STy T T WV T d d

ya que en el espacio muestral M ocurre que N =cte.
Ademés, si multiplicamos a SIZ_ por T en la ecuacién 48 y despejamos —kpT In Zrp,

obtenemos (considerando kT3 =1y kT = p) la energia libre de Gibbs:
—]{ZBTIHZ[B:U—TStermo—i-pV:G:,u,N (51)

Es decir, la energia libre de Gibbs G es el potencial termodinamico determinado
por la eleccién del ensamble gran candnico.

Respecto a la dltima igualdad, si consideramos que U (S, V, N) es una funcién homogénea
de primer orden U (bS,bV,bN) = bU(S,V,N) V b € R (ver ejercicio 5 de la guia 1),
entonces es vélido que dU = TdS — pdV + pdN =— U =TS — pV + uN, y luego:
G=U-TS+pV = puN.
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Por 1ltimo, si empezamos a calcular derivadas segundas, considerando la ecuacion 7, pode-

mos obtener nuevamente o%/U? = kgT?Cy/U? « 1/N — 0 si N — oo. Y también podemos

obtener:
82 (ln Z[B) 67 8p 87 ov —_—
2
oy = =——| =——=| —| =—-kpTN —| =kgTVkr
062 P 94 | 90| Op|p op |
— d(nZ
donde se utilizé que V = — (n&sm , que f =cte <= T =cte, que 6 = p/(kgT), que
_ B
V = wvN y que en el ensamble gran canénico, N ya es de por si constante en el espacio muestral
1 oV
M. También se utilizé la definicién de la compresibilidad isotérmica kp = v ol que es
Pir
una cantidad intensiva.
Ademas, si calculamos el error relativo al cuadrado de V', obtenemos:
W T L L 0siNo (52)
— = = Kp X — si 00
72 Bl FT Xy

donde se recordd que T, k7 son cantidades intensivas, y que V = N es una variable extensiva.
Y se aplico al final el limite termodindmico N — 4o0.

Por lo tanto, en el limite termodinamico N — +o00, da igual considerar el ensamble
canénico (con V =cte) que el ensamble isobdrico (con (V) = V =cte): Ambos son
equivalentes entre si, y a su vez son equivalentes al ensamble microcanénico y al gran
candnico.

Un ultimo comentario: A veces se tienen sistemas donde el trabajo externo es de la forma
YdX = PrdL (donde Fr es la tensién y L es la longitud), en vez de ser de la forma YdX =
—pdV . Entonces tendriamos el analogo de un ensamble isobarico pero correspondiente al trabajo
FrdL en vez de al trabajo —pdV (con espacio muestral M = {N = cte} y vinculos no triviales
(E) = Uy (L) = L), si en todas las expresiones de ésta subseccién reemplazamos V — Ly

p— —Fp.

4. Trucos importantes y aplicaciones

4.1. Indistinguibilidad y conteo correcto de Boltzmann

Notar que, en caso de que se tenga un sistema formado por N particulas distinguibles,
entonces en el espacio muestral M dos estados que sdlo difieren en una permutacion de particulas
son distinguibles entre si: No son equivalentes.

En cambio, si se tiene un sistema formado por N particulas indistinguibles, entonces en
el espacio muestral M dos estados que sélo difieren en una permutaciéon de particulas son
indistinguibles entre si: Son equivalentes. Entonces es necesario considerar un nuevo espacio

muestral en el cual los estados que sélo difieran en una permutacion de particulas son el mismo
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estado: My, donde los estados que difieren entre si sélo en una permutacién de particulas sélo
se cuentan una vez en My (sélo se corresponden con un elemento r; € My). No es dificil ver
que la cantidad de estados equivalentes a cualquier estado » € M es igual a la cantidad de
permutaciones de IV particulas: Es igual a N!. Para visualizar ésto, notemos que en caso de que
M sea finito: Qp = #(M;) = #(M)/N! = Q/NL.

Entonces, en caso de que M sea discreto:

> e )

rr€My reM

y en caso de que M sea continuo también ocurre lo mismo:

1
dLR:/ d*R 54
/M, N Jur (54)

En definitiva, vemos que plantear que las N particulas son indistinguibles y plantear
un espacio muestral My, es equivalente a considerar el espacio muestral original M y
anadir un factor % siempre que se sume (o integre) sobre los posibles estados.
Anadir dicho factor es 'lo que se denomina como conteo correcto de Boltzmann.
En particular, vemos:
1

Aplicaciones particulares: Particulas clasicas en el espacio de fases

Consideremos que se tiene un sistema de N particulas clasicas cuyo estado mi-
croscépico a un cierto tiempo ¢ estd dado por la posicién (¢,p) = (q(SN),p(B‘N)) =
(@1, - ,qn,P1, -+ ,Pn) en el espacio de fases de dimensién 6N (donde (g;, ;) es la posi-
cion en el espacio de fases de dimensién 6 de la particula clésica i). Equivalentemente podemos
describir el estado microscépico a un cierto tiempo ¢ como las N posiciones (g;, p;) de cada una de
las IV particulas en cada espacio de fases de dimensién 6 de la particula clasica i. Por supuesto,
los estados microscopicos en cuestiéon deben ser compatibles con los vinculos macroscépicos, por
lo tanto en verdad sélo se consideran los puntos (q(?’N ), pBN )) de una superficie M del espacio
de fases de dimension 6N formada por aquellos estados que son compatibles con los vinculos.

Puesto que se debe adimensionalizar el volumen d3Nqd®Vp, se puede utilizar para ello el
volumen minimo que debe tener un microestado segin mecanica cudntica: Como d¢;0p; ~ h
(tomamos h en vez de h y en vez de h/2), luego tomamos el volumen wy = h3" para norma-
lizar el elemento de volumen (ver ecuacién 10). Es decir, adimensionalizamos el volumen
/ BN o p s / d*N qd*Np

" q p ur T AN
Y como las particulas cldsicas son indistinguibles, debemos anadir un factor % siempre

que se integre sobre los posibles estados. Luego, reemplazamos en todos lados (desde la ecuacion

20



1 hasta la ecuacién 9)
1 3N 3N
reM
y considerar que si se parte de una densidad p(g,p) (no necesariamente normalizada) enton-

ces debemos considerar en verdad la distribucién de probabilidad f(q,p) = pn(q,p)h3"N =
Jos p(q, p)d3Nqd3Np S (@, p)d3Nqd3Np/(N1h3N)

normalizada y adimensionalizada.

4.2. Ensambles en términos de otros ensambles mas chicos

Supogamos que queremos calcular la funciéon de particién Z, de un cierto ensamble con
n vinculos (Ay) = ai para 1 < k < n, siendo n € N (notar que consideramos n > 0). Y
supongamos que conocemos la funcién de particién Z,_1(C) de un ensamble con n — 1 vinculos
(Ag) = ap para 1 < k < n — 1y un espacio muestral M¢ en el cual la cantidad A,, = C=cte
es constante y vale C, es decir un ensamble que posee un vinculo menos que el anterior porque
hay una magnitud que ahora estd fija y antes s6lo su valor medio estaba fijo.

Suponiendo que todas las magnitudes Ay toman valores discretos, y luego que M es discreto:

Ty = Z exp (— Z )\kAk,r> = Z Z exp (— Z AkAk(é)>
k=1 k=1

reM An T’GMAn
n—1
— Z e~ AnAn Z exp (_ Z AkAk(ﬁ)) — ZefAnAn o1 (An)
An T‘/EMAn k=1 An
En definitiva, obtenemos:
Zn=> ez, 1 (Ay) (57)
An

No es dificil ver que ésto ultimo es valido si la magnitud A, toma valores discretos, sin

importar si el resto de las magnitudes A con 1 < k < n—1 toman valores discretos o continuos.

Aplicaciones particulares

= En particular, podemos aplicar ésto para obtener la funcién de particion del en-

samble gran candnico en términos del ensamble candnico en el que N =cte:

Zeo =)y e ™NQ(N) =) ZNQ(N) (58)
N=0 N=0

= También podemos aplicarlo para obtener la funcién de particion del ensamble
canénico en términos del ensamble microcanénico en el que E =cte, considerando

que hay niveles de energia discretos:

Q=) e PR (59)
E
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4.3. Trucos y suposiciones para simplificar el calculo de 7

Supongamos un ensamble en el cual el nimero de particulas (o celdas) N sea constante en
M. Por ahora supondremos que las particulas/celdas son distinguibles pero después veremos
que pasa si son indistinguibles. Supongamos que un microestado r € M de todo el sistema (de
N particulas/celdas) consiste en especificar el microestado de cada una de las N particulas/-
celdas: r = (r1,--- ,ry) donde r; € M; es el microestado de la particula/celda i. Supongamos

luego que las magnitudes Ay, de las particulas/celdas son no interactuantes: Es decir, se puede

N

expresar Ag(r) = Ag(ri, -+ ,ry) = Z A,(;) (r;) donde A,(;) (r;) es el valor de la magnitud para la
i=1

particula/celda i en el estado r;. Entonces podemos expresar la funcién de particiéon Zp (donde

la D es para enfatizar que las N particulas/celdas son distinguibles) como:

Zp =) exp (— Z/\kAk(r)> = > e <_Z)\kf4k(7'17 = ﬂ”N))
k=1 g

reM Tl»("')er

n N N n
= Z exp <— Z A (Z A,(f) (7“1,)>> = Z H exp (— Z /\kAgf) (n))
k=1 i=1 k=1

1”1,("'),7‘]\[ 7’17("')J'N =1

(60)

En el primer renglén se usé que r = (r1,---,ry). Y en el segundo renglén se usé que las
magnitudes Ay de las particulas/celdas son no interactuantes.
Si suponemos ahora que los microestados r1, - - - , 7y son independientes entre si y no poseen

ningtin vinculo entre ellos, entonces podemos separar la sumatoria en la anterior ecuacion:

N n )
Zp = Z Hexp (— ;)\kAS)(m)>

7’17('" )7TN i=1

N n )
= > () > e (—ZAkA;”(m)
k=1

ri1€My TNEMN =1 (61)
N n ]

IS o (3w
i=1r;€M; k=1

N
— H Z;
=1

donde Z; = ZmeMi exp <— Py )\kA,(f)(ri)) es la funcién de particion de la particula 4.
Y si las particulas/celdas son idénticas, tienen entonces el mismo espacio muestral, por lo

tanto: Z; = Z1 V' 1 <14 < N. Entonces podemos expresar:
Zp =2 (62)

Y en caso de que las particulas/celdas sean indistinguibles, sélo hay que anadir un factor 1/N!

de acuerdo al conteo correcto de Boltzmann:

1 1
Zr = MZD = ﬁZ{V (63)
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En resumen, si realizamos las siguientes suposiciones en orden, en cuyo caso diremos que

el ensamble es separable en las N particulas (o celdas):

1. El nimero de particulas (o celdas) N es constante en el espacio muestral

M.

2. Un microestado r € M de todo el sistema (de N particulas/celdas) consiste
en especificar el microestado de cada una de las N particulas/celdas:

r=(ry,---,rn) donde r; € M; es el microestado de la particula/celda i.

3. Las magnitudes A; de las particulas/celdas son no interactuantes: Es

N

decir, se puede expresar Ag(r) = Ag(r1,--- ,rn) = Z A,(;) (r;) donde Ag) (r;) es el
i=1

valor de la magnitud para la particula/celda i en el estado 7;.

4. Los microestados r1,--- ,ry son independientes entre si y no poseen

ningin vinculo entre ellos, lo que nos permite separar la sumatoria »

ZrleMl(' o ) ZrNeMN

r1,( )TN

5. Las particulas/celdas son idénticas, tienen entonces el mismo espacio muestral,

por lo tanto: Z; = Z; V1 <i<N.

Entonces, después de realizar las anteriores suposiciones en orden, podemos
expresar la funcién de particién del sistema de N particulas/celdas como:

Zp =2  silas N particulas/celdas son distinguibles (64)
Z = 64

1
Zr = ﬁZfV si las N particulas/celdas son indistinguibles

siendo Z1 = ), cp, €XD (— > iy )\kA,(fl)(rl)> la funcién de particién de una de las N

particulas/celdas.

Aplicaciones particulares

= Si las suposiciones 1 a 5 aplican para el ensamble candénico de un

sistema con N particulas, para lo cual debe ocurrir (entre otras cosas) que
N

E(r)=E(ry, - ,rn) = Z E®(r;) donde EW(r;) es la energfa que le correspon-

de a la particula 7 en el esi;;do i (es decir que no hay términos de interaccién entre

las distintas particulas), entonces podemos aplicar lo anterior y obtener la funcién
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de particiéon en el ensamble candnico del sistema de N particulas como:

Qp = QY  silas N particulas son distinguibles
Q= (65)

1
Qr = ﬁQﬁv si las N particulas son indistinguibles
siendo Q1 = >, <y, €Xp (—BE(l)(rl)) la funcién de particién de una de las

N particulas.

También, si las suposiciones 1 a 5 aplican para el ensamble isobarico de
un sistema con N particulas, para lo cual debe ocurrir (entre otras cosas)

que el volumen (ademds de la energia) también se puede expresar como V(r) =
N

Vry, - ,rn) = Zv“‘) (r;), entonces podemos aplicar lo anterior y obtener la
i=1

funcion de particion en el ensamble isobarico del sistema de NV particulas

como:
Zig.p = (Zipa)N  silas N particulas son distinguibles
Zip = 1 (66)
ZrB.1 = ﬁ(Z T B;l)N si las N particulas son indistinguibles

siendo Zrp;1 = Y, cap, €XD (—BE(l)(rl) - 5V(1)(r1)) la funcién de particién

de una de las N particulas.

Por 1ltimo, consideremos que las suposiciones 1 a 5 aplican para el ensamble
gran candnico de un sistema con M celdas, donde cada celda i posee un estado
7; descripto por un cierto nimero de particulas N (r;) y una cierta energia E® (r;).

Para ello, debe ocurrir (entre otras cosas) que el niimero de particulas y la energia de

M
todas las M celdas se pueden expresar como E(r) = E(r1,--+ ,rym) = ZE(i) (r:)
i=1

M

y N(r) = N(ri, -+ ,rp) = ZNZ(M) Entonces podemos aplicar lo anterior y
i=1

obtener la funcién de particién en el ensamble gran candnico del sistema

de M celdas como:

Zae.p = (Zaoa)M si las M celdas son distinguibles
Zgc = 1 (67)
Zgo, = M(Zgo;l)M si las M celdas son indistinguibles

siendo Zgco = ), car, €XP (—BE(l)(rl) - yN(l)(rl)) la funcién de particién

de una de las M celdas.
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4.4. Truco para un ensamble con uno de sus vinculos: (N) = N

Ahora planteemos una situacién distinta: Supongamos un ensamble en el cual el ndmero de
particulas (o celdas) N no es constante en M (en principio), pero uno de los vinculos es que
su valor medio es constante: (N) = N, y los otros vinculos son (A;) = a para 1 < k <n — 1.
Entonces, tomando A, = N, se puede aplicar lo razonado en la anterior subseccién puesto que

la magnitud A, = N toma valores discretos N € Ny:
oo o0
Z=> e™NZ, \(N)=> ZNZ, 1(N) (68)
N=0 N=0

donde Z,,_1(N) es la funcién de particién que corresponde al ensamble con n — 1 vinculos
(Ag) = a para 1 < k < n — 1y un espacio muestral My en el cual la cantidad A, = N=cte
es constante y vale N, es decir un ensamble que posee un vinculo menos que el anterior (que es
precisamente el nimero de particulas/celdas) porque hay una magnitud que ahora estd fija y
antes sélo su valor medio estaba fijo.

Si asumimos ahora que las anteriores suposiciones (1 a 5) se verifican para el ensamble con
n — 1 vinculos y con N fijo (luego la suposicién 1 es vélida siempre), entonces podemos utilizar
lo razonado anteriormente para expresar:
S N—02VZN 1.1 silas N particulas/celdas son distinguibles

o0
Z=Y N7, 1(N)= |
N=0 > N-0 ZNﬁZ,]LV_l;l si las N particulas/celdas son indistinguibles

o

oo
1
Recordando que N — si < 1 (sino, lo anterior diverge), e
rdando qu NE_Ox T2 iz (sin nterior diverge), y qu NE_O

entonces podemos expresar finalmente:

1 N T
mx =€,

7~

1
(0.@) e —
7= Z Nz, ((N)={ 1= #Zn-12
N=0

e*#n-11 gi las N particulas/celdas son indistinguibles

si las N particulas/celdas son distinguibles y si 22,1, < 1

(69)

Aplicaciones particulares

Podemos aplicar ésto sin mucha dificultad al ensamble gran canénico de un sistema ter-

modinamico, considerando la ecuacién 58:

Zao =) e ™QN) =) ZNQ(N)
N=0 N=0

Y considerando que podemos aplicar las suposiciones 1 a 5 al ensamble candnico del

mismo sistema termodindmico con N particulas (es decir, que el ensamble canénico es
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separable), obtenemos:

i i ZNQ(N) _ 1—72:621 si las N particulas/celdas son distinguibles y si zQ; < 1
N=0 e*@1 silas N particulas/celdas son indistinguibles
(70)
Notar en particular que @1 = Zrl My e_ﬁE’gi) > e P donde €y es la menor energia posible de
una particula (nivel fundamental de energia).
Si €g = 0, entonces Q1 > 1 <= 0 < (Q1)~! <1, y por lo tanto pedir 2Q1 < 1 es equivalente a

pedir z < (Q1)!. Esto implica luego que z < (Q;) ' <1 = z < 1.
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