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1. Teorema de equiparticion

Consideremos que se tiene un sistema de N particulas clasicas cuyo estado microscopico a
un cierto tiempo ¢ estd dado por la posicién (q,p) = (¢B",pB")) = (q1,--- , v, D1, -+ ,PN) =
(q1,(--+),q3n,p1, (- ), p3n) en el espacio de fases de dimensién 6N (donde el vector (g,p;) =
(G3i—25 G3i—1 G3i, P3i—2, P3i—1, P3i) €s la posicion en el espacio de fases de dimensién 6 de la particu-
la cldsica 7). Equivalentemente podemos describir el estado microscépico a un cierto tiempo ¢ como
las N posiciones (g;, p;) de cada una de las N particulas en cada espacio de fases de dimension 6 de
la particula clasica i. Por supuesto, los estados microscopicos en cuestién deben ser compatibles con
los vinculos macroscopicos, por lo tanto en verdad sélo se consideran los puntos (¢®), p®™) de una
superficie M del espacio de fases de dimension 6 N formada por aquellos estados que son compatibles
con los vinculos.

Consideremos que estudiamos a dicho sistema en el ensamble canénico; y supongamos que el
sistema es separable en la variable p; (que podria ser una coordenada de momento o también de

posicion), es decir que la superficie M del espacio de fases se puede escribir como M = M; x M’ =

{(q(gN)>p(3N)) /pi €My (q(SN),p@N_l)) € M,} (se definié (q(3N),P(3N_1)) = (C]h ( o )7 43N, P1, ( o )7pi71>pi+1



y también que el Hamiltoniano H(¢®N), p®N)) del sistema posee dependencia separable en la variable
it
H(Q(BN),]?(?)N)) H(qy, (---),q3n) = hi(pi) + Hl\(Ql» () asnsp1, (0 )y Picts g1, (- )7p3N>/

(3N)T BN

= (¢
/!
o = 0 ). Elegimos como variable con
Pi

dependencia separable una variable de momento p;, pero tranquilamente podriamos haber elegido

donde h; = h;(p;) depende sélo de p; y H' no depende de p; ( —

una variable de coordenada ¢; y el teorema de equiparticion va a ser el mismo ya que el razonamiento
no cambia.

La funcion de particion en este sistema de N particulas clasicas en el ensamble candnico es
(recordando que hay que adimensionalizar la medida de integracién @V qd*™p dividiendo por 3N, y

que hay que aniadir un factor 1/N! de acuerdo con el conteo correcto de Boltzmann):

_ [ PNadp gpgem pem) _ K BN g BNy o= Bhi(ps) p~BH!(g®N) pN-1)
Q(B) = MW € Nl h3N Pi / q pe
dp' —Bh (s _ _ 1(,(3N) (3N—1) XO
— 2 —Bhi(pi) 3N, 3N—1 BH'(¢"°™)p )
_(MiXoe )(//d qd pe N1IEN
=0, (5)
=Q,,(8) B3N gd3N-1 efﬁH/(q@N),p(BN_l)) Xo
—n S NN

donde se utiliz6 que el sistema es separable en la variable p; (tanto que M = M; x M’ como que
H(qBN), pBN)Y = h,(p;) + H'(¢B¥N), pBN=1): 1o primero permite separar la regién de integracion y lo
segundo permite separar la funcién que se integra). Y se definié @, (5) = /M d%: e~ Phi)  siendo
M; el rango de valores que puede tomar la variable separable p;. Se multiplicé y dividié por una
constante positiva Xy cuya dimensién es la misma que la variable separable p;, para que @,,(5) sea

adimensional (y en consecuencia, estaria permitido aplicarle logaritmo a dicha cantidad).

Luego, podemos calcular el valor medio del término h; del Hamiltoniano H = h; + H':
=f(q3N),p3N))

() — BN qd*N p ) 'efﬁH(q(SN),p@N))\: ” dj\]/'\zqé%;p3ibi(pi> 6751,{(q(31\rf>7p(31v))
v N!h3N Q(S) o dN!qZ:sz e—BH(gBN) pBN))
fM dSquSNp hi(pi) e*ﬁH(q(BN),p(:”N)) fMi dpz' fM’ dSquSN—lp hi(pi) e—ﬁhi(pi)e—ﬁH/(q(?’N),p<3N71))
fM d3Nqd3Np e—BH(@PN) pEN) fMi dp; fM, d3N qd3N—1p e=Bhi(p:) g—BH'(¢BN) pBN-D)
B (fM ‘;?i hi(ps) e_ﬁhi(pi)) (fM/ 43N gd3N—1p e—BH' (¢BN); *”)) " f'i?; hi(p;) e—Bhi(pi)
< " c)z?; o—Bhs (pl)> ([ G —1p = BH @M N D)) o % e—Bhi(p:)

_ 1 oy —Bhilp) _ L O ( —pr)y _ _ 1 ﬁ( (pn)
Gy, ) e 2. ), 35 = g ([, e
1 0Q,(8) _ _8(111 Qp:(8))

Qp(8) 0B op




donde en el primer renglén se utilizé la distribucién de probabilidad f(g®™), pBN)) = ¢=#H (q%),p38) /Q(B)
del ensamble canénico y se reemplazé Q(f3); en el segundo renglén se tacharon los factores (N! h3V)~1
de las medidas de integracién y luego se utilizo que el sistema es separable en la variable p;; en el
tercer rengléon se multiplicé y dividié por la constante Xy > 0 y se identificé que las integrales en M’
eran iguales y por lo tanto se tachan al dividirlas entre si; en el cuarto y quinto renglén se utilizé
la definicién de @,,(5) (que gracias a introducir la constante Xy > 0 con unidades de la variable
separable p;, la cantidad @, () resulta adimensional, y en consecuencia se le puede aplicar logaritmo

In) para finalmente lograr expresar:

_9(n @y (5))
op

Insistimos nuevamente que el anterior resultado es valido sin importar si la variable separable p; era

(hi) = (1)

una coordenada de momento o de posicion.

9 (InQ(5))
op

tanto se podia obtener el valor medio de la energia total del sistema derivando respecto de g a In @),

Notemos que, en el ensamble canénico era vélido que U = (E) = (H) = — , y por lo
pero en principio no habia una versién andloga de ésta ecuacion para cada término de la energia
total. Al suponer que el sistema es separable en la variable p;, se obtuvo la ecuacién 1, que es una

9 (InQ(B))

version andloga de la ecuacion U = (E) = (H) = a5 para el término h; de la energia total
del sistema. Es decir, nos permite estudiar lo que aporta cada término separable del Hamiltoniano
total al valor medio de F.

En particular, si la forma funcional de h; es una cuadrética de la forma h;(p;) = bp? (donde
b > 0 es un parametro que no depende de 3 = (kgT) ™!, es decir de la temperatura), y si el rango de

valores que puede tomar la variable separable p; son todos los reales: M; = (—o00,00) = R, entonces

aplicando lo anterior:
A _3 - _3 % —Bhi(ps) — _3 - % —Bbp?
<hz> - 86 [ln (Qpi(ﬂ))} o 86 {ln( M, Xo € o 86 In e X €
0 G 10 bXE\] 1 1
~5 [ (75z)] = o5 [ (7)== T

donde se utilizé el valor de la integral de la gaussiana en los reales: / dy e = \/§ para & > 0,
R

y se utilizé que b no depende de T (luego T 0). No es dificil ver que como un corrimiento de la

variable p; no modifica la anterior integral, entonces si la forma funcional fuera h;(p;) = b(p; — po)?

con py =cte independiente de T, el resultado anterior también seria valido.



Teorema de equiparticion

En definitiva se obtuvo que, para un sistema separable en la variable p; (sea una coordenada
de momento o posicién) que toma valores en todo R (es decir M = M; x M’ con M; =Ry
H(qBN) pBN)) = hy(ps) + H'(¢®N), pBN¥=1)) con dependencia cuadratica en la variable p; (es
decir h;(p;) = bp? o también h;(p;) = b(p; — po)?, con b, py independientes de T'):

(hi) = (bp?) = ShoT &)

Por cada coordenada del espacio de fases (sea de momento o posicién) tal que el Hamiltoniano
posee dependencia separable y cuadratica en dicha coordenada, se suma un término (h;) =

kT /2 ala energia media U = (E) = (h;) + (H') = kgT /2 + (H') del sistema.

Maés atn, sea j = 1,2,3 fijo, si todas las N coordenadas (p;); = psi—3+; de las N particulas
del sistema (con 1 < i < N) son separables y toman valores en todo R (por ejemplo todas las
coordenadas (p;)1, que serian las coordenadas py, ps, pr, (- -+ ), P3n—2), v el Hamiltoniano posee depen-
dencia cuadrética en todas estas N variables (es decir), entonces la contribucién total de todos los

N términos al valor medio de la energia es:

1
Z i(P3i—s+j)) = §N/€BT

=1
Insistimos nuevamente que los anteriores resultados son validos sin importar si la variable separable
p; era una coordenada de momento o de posicion.
Un tultimo comentario: Si la dimension del espacio es d # 3, entonces en lo anterior es necesario

reemplazar 3N — dN y 6N — 2dN.

2. Aplicaciones en diversos Hamiltonianos y en limites de

temperaturas altas

2.1. Sistemas clasicos
Ny 3N
= Gas ideal en d = 3 di iones: H(g®V),p — Pkl =) —pi
as ideal en imensiones: H (g kz 5 || Pk | ; 5P
La energia depende sélo de 3N variables p; (con 1 < i < 3N), que son las 3N coordenadas de

momento del sistema que pueden tomar valores en todo R. Y la dependencia de la energia en



cada una de estas 3NN variables es separable y es cuadratica. Entonces podemos calcular:
BN BN AN 3
U=(E)= —pi) = —p}) =Y —kgT = =NkgT 3

— 2m :
i=1 =1

gracias a que la energia de cada atomo es F; = ﬁ(p% +p3+p3) y posee 3 términos cuadréticos

separables, y hay N atomos, entonces hay 3N términos cuadraticos separables en la energia

total y entonces: U = (E) = 3N kgT/2.

Esto coincide precisamente con el valor medio de la energia de un gas ideal en d = 3 dimensiones.
Ver la ecuacion (15) en la resolucién de los ejercicios 8-9-10 sobre gas ideal de la guia 3 en la

3
cual se obtiene precisamente que U = §N kgT.

También se puede calcular la capacidad calorifica del gas ideal a volumen constante derivando lo

or VN ~oT §N kg, que también coincide con

la resolucién de los ejercicios 8-9-10 (ver ecuacién (16) de dicho apunte). Como en el ensamble

anterior respecto de la temperatura: Cy =

canodnico siempre ocurre que V, N =ctes, entonces a veces se omite la aclaracion de que ciertas

ou ou
derivadas son a V, N =ctes, como por ejemplo: — = ——. Por supuesto podemos calcular
oT VN oT
3
el calor especifico por particula a volumen constante dividiendo por N: ¢y = Cy /N = 5/{;3.

Notemos que resulta constante respecto a T'.

Modelo clasico de un sélido en d = 3 dimensiones como d/N = 3N osciladores clasicos indepen-

3N
1 1
dientes: H(q®N), pBN)) = — 02 + —mw?q.
(¢, p)) gzmpz S,
Es decir, se modela a un sélido como N atomos, y la energia de cada atomo viene dada por
1 1
E, = %(pf—i—pg +p3) —l—é(mwqu—i-mw;qg—i-mwgqg) (es decir, d = 3 osciladores armonicos). Las

coordenadas (p;, ¢;) se toman de forma que la energia quede con las dependencias separables

en las variables (p;, ¢;), es decir de forma que los modos normales estén desacoplados.

Como la energia de cada atomo posee 2d = 6 términos cuadraticos separables, y hay N dtomos,

entonces hay 2dN = 6N términos cuadraticos separables en la energia total y entonces:

1 ou

Por supuesto podemos calcular el calor especifico por particula a volumen constante dividiendo

por N: ¢y = Cy /N = 3kp. Notemos que resulta constante respecto a 7T

Y en caso de que hayan sido d dimensiones, tendriamos dN osciladores clasicos independientes,

y luego: U = dNkgT yv Cyy = Ney = dNkp.



= Otro ejemplo un poquito mas sutil: Consideremos el problema 12 de la guia 3 de N osciladores

armoénicos unidimensionales (d = 1) sujetos a gravedad, con hamiltoniano:

1

1
H(g™,p™) =" —pi + 5

2 2
mw-q; +mgq;
2m 2 % 94

i=1
Notese que la dependencia en las N variables de momento p; es separable y cuadratica, por lo
cual cada una de ellas aporta un término kg7'/2 a la energia media U. Pero la dependencia en

las N variables de posicién ¢; es separable, pero no es cuadrética: h;(¢;) = %muﬂq? + mgq; =

1 1 1

smw?(q? + 2%¢;) = smw? (¢ + %)% — imfi—z (donde se complet6é cuadrados). Tenemos dos
caminos entonces: 1) Aprovechar el hecho de que al sumarle la constante %mi—i (es decir,
redefinir el cero de energia) a la expresién de h;(g;) se obtiene hi(q) = hi(q) + %mfj—i =
smw?(g; + %)? una expresion que es cuadratica ya que es de la forma h;(q;) = b(g; — qo)?, y

aplicar la féormula 2; 2) Aprovechar que la dependencia en ¢; es separable y aplicar la férmula

1 con la anterior expresién de h;(q;) vy M; = R (que se puede hacer tranquilamente).
Vamos a tomar primero el camino 1 y después el 2:

Camino 1) Podemos entonces aplicar el teorema de equiparticion (ecuacién 2) si redefinimos el
cero de energia (lo cual no cambia el problema), sumandole a la anterior expresion de la energia
el término N ;ngz , de forma que la dependencia en todas las variables (tanto las p; como las
i) sea cuadratica:

7 mg*
(g™, p™) = B p™) = H(g™,p™) + N2 =

1 o, 1 99 mg’ S Lo 1 5 mg®
Z 2mpl + 2mw q; +mgq; | + 5,2 ; <2mpl + 2mw q; +mgq; + 2w2)

=1

L (1, 1, 9\?
= —p; + mw +2— — = —~+—mw(i+—)
Z( P} <ql 4)) ;(Zmpl 5 G+ >
de ésta forma, la dependencia en la variable ¢; también es cuadréatica: hy(q;) = smw?(g; + %)*.
Entonces, vemos que la expresion de H consiste en 2N términos separables y cuadréticos, por

lo tanto:

- 1
(E) = 2N skpT = NksT

y si volvemos al cero de energia original:
9 9
U=(F E- N2y — Npyr - N9
(E) = (B - N2 = NkpT - N2

2w?

ya que el valor medio de una constante es precisamente igual a la constante.



Notar que modificar el cero de energia no cambia la capacidad calorifica a volumen constante

(que es una cantidad medible), ya que la derivada de la constante que se anade es nula: Cy =
ou

ar

dividiendo por N: ¢y = Cy /N = kg. Notemos que resulta constante respecto a 7.

= Nkg. Por supuesto podemos calcular el calor especifico por particula a volumen constante

Camino 2) Por tltimo, si no hubieramos redefinido el cero, entonces teniamos que tomar el
camino 2: Aprovechar que la dependencia en ¢; es separable y aplicar la férmula 1 con la

anterior expresion de h;(q;) y M; = R. Hagdmoslo entonces:

<hx%»==—§%[m(Q%wﬂ]==—§%|ﬁl(A@%%G;Mwm)}

o [ mg*> 1 mw? X2 mg? 1 1 mg?
= 5 5 :
08| 2w 2 o 202 28 2B 2w?
1 mg?
— kT — —2
2700 w2

Entonces, como hay N términos con dicha dependencia (uno por cada variable de posicion ¢;),
y como la dependencia en las N variables de momento p; es separable y cuadratica, entonces:
N N 9 9

U_uw_230ﬁ>+mwm)_E:Ghﬁ+%@T—g%>_N@T—N%%

2m

i=1

obtenemos precisamente lo mismo.

2.2. Sistemas con limite clasico a temperaturas altas

Hay muchos sistemas que poseen un limite clasico en temperaturas altas, y en consecuencia
verifican el teorema de equiparticion a temperaturas altas. Por ejemplo, veamos el oscilador armoénico
cudntico (estudiado en el problema 2 de la guia 3) y su limite a temperaturas altas, que esperamos
que se corresponda con el oscilador armoénico clasico estudiado en la subseccién anterior:

De acuerdo a la ecuacion (18) de la resolucién del problema 2 de la guia 3, la energia media que

corresponde al problema de N osciladores arménicos cuanticos (unidimensionales) es:

hw hw hw hw
U=(E)=N—+N——=N—+N—/——
< > 2+ ebhw _ 1 2+ 6%—1

y luego, podemos calcular la capacidad calorifica a volumen constante Cy y el calor especifico por

particula a volumen constante, de acuerdo a las ecuaciones (23) y (24) de la resolucién del problema

7



2 de la guia 3:

hw
oUu hw \?  eFsT 9 ePhw
v =Ney = = B (kaT) =1y 5 (Bhw) (P —1)2

Notese que las cantidades U y Cy fueron expresadas por un lado en funcién de 7', y por otro lado
en funcion de .

Y si se quiere tomar el limite a temperaturas altas 7' — 400 de las anteriores expresiones, es
equivalente a tomar el limite 8 — 0. Mds atn, como § es una cantidad dimensional, entonces el
limite § chico implicitamente se estd tomando respecto de otra cantidad; en nuestro caso se toma
que 3 es chico respecto de la cantidad (Aw)™! (o equivalentemente que T es grande respecto de la
cantidad hw/kg). Por lo tanto, el anterior limite es en definitiva equivalente a tomar z = Shw — 07
(que es una cantidad adimensional). En general las anteriores expresiones parecen mas agradables
en funcién de x = fhw, asi que lo que haremos es tomar el limite x — 01 en las funciones U(z) y
Cy(z):

2 _x
U(gc):N@JrNﬂ y Cv(w)zNCv(ff):NkBﬁ

2 et —1
Para tomar un cierto limite, suelen haber dos opciones: Calcular el limite con L’hopital como se
hacia en el CBC; o aproximar las expresiones con polinomios de Taylor. La ventaja de ésta ultima
opcion es que nos puede dar correcciones al comportamiento de una funcion al tomar un cierto limite.
Vamos a ser explicitos en éstas cuentas porque es relevante poder tomar correctamente los limites de
temperaturas altas (y bajas también).
Por ejemplo, aproximemos por Taylor la funcién U(x) en el limite 2 — 07: Para ello, utilizaremos

1
que € — 1 =2 + —2? + O(2*) y luego:

2!
hew hew hew hew hew I 1
U)=NZ 4+ N —NY N —NZ 4 NE
(z) > the >t T+ 522 4 O(x?) 7 TV (1+ 1z 4+ O(2?))
ho | hw 1 o hw Tl 1
=N—+N— (14 2 =N—+N— (1-= 2
5 + ( +2x+0(:c)> 5 TN~ ( 2:1:+(9(:c)>
hew hew hew hew hew
=N—+N——-N—+0@)=N—+0-2+O(z) = N— + O(x)
2 x 2 x x
.y , - he
Notar que se utiliz6: (14 ¢)* =1+ ea + O(€®) en el limite € — 0. Luego, comox:ﬁhw:ﬁ:
B
hw hw hw
T) = NkgT = —— | = NkgT — 4
U(r) T +0 (kBT) +O<k‘BT) B +O<k:BT> (4)

Esto en efecto coincide con lo que predice el teorema de equiparticion para dN = N osciladores
clasicos independientes: que Ugssico(T) = NkgT (como vimos en la subseccién anterior). Notar que,

gracias a que aproximamos ¢” — 1 = z + 2?/2 + O(z?) incluyendo el primer y el segundo término



no trivial, obtuvimos en el resultado anterior el comportamiento de U(T) = NkgT, y vimos que

0
la correccién de orden (k_T> = 1 es nula gracias a que se tachan los términos Nfw/2 en la
B

anterior cuenta. Si hubiéramos aproximado e — 1 = x + O(z?), entonces no hubiéramos deducido

0
la correccién de orden (ﬁ) = 1 (que resulté nula), y s6lo hubieramos podido obtener que
B

hw \°
U(T)= NkgT + O ((—) ) = NkgT + O (1).
kgT
Por otro lado, si hubiéramos querido calcular el limite z — 07 explicitamente, tenemos: lim U(z) =

z—0t
< hw hw

N—+N
2 + et —1

diverge en dicho limite, pero queremos saber como diverge. Si tenemos la intuicién de que el teorema

lim

L > — 400 ya que €* — 1 — 0% en dicho limite. Este limite nos dice que U/(x)
z—0

de equiparticién deberfa ser valido si z — 0t <= T — +o0o (ya que el sistema serfa tal vez
clasico en éste limite), entonces si ésta intuicién es valida: U o kgT o 1/x en dicho limite, y luego

ll'm+ xU(z) =cte finita si dicha intuicién es vélida. Luego, podemos calcular el limite
z—0

hw 1
lim zU(xz) = lim (QJN?—FN}M) - 1> = Nhw lim = Nhw lim — = Nhw = cte

z—0+ z—0+ er — =0+ e¥ — 1 z—0+ v
En la tercera igualdad se utilizé L’hopital. Luego, vemos que en el limite x — 07 <= T — 400,
tenemos: U(x) ~ Nhw/x = NkgT como ya vimos. Notar que de la anterior forma, no podemos
calcular correcciones al comportamiento de U(x) x 1/z.

. . U ..
Por ultimo, veamos el comportamiento de Cyy = Ncy = — en el limite 7 — 07 <— T — +oco.

ar

Notar que podemos utilizar el resultado anterior:

ou 0 1 0 1 1

También podriamos haber hecho el siguiente limite utilizando L’hopital (dos veces):

z? e® (22 + 27) &~ 21 + 2
lim C =Nk llm ——— = Nk lim ——F— = Nkp Ui
Jim Cv(z) = Nkp lim oy = Nk lim 52—y 7 = Ve lim =2

= Nkp

Y también podriamos haber aproximado por Taylor los términos dentro de la expresién de Cy (z).

En efecto se obtiene que en el limite x — 07 <= T — +oo vale que Cyy = N¢y ~ Nkp,
lo que coincide con lo que prediciria el teorema de equiparticién para dN = N osciladores clasicos
independientes: que C4%i°(T') = Nkp (como vimos en la subseccién anterior).

En conclusion, la energia media y el Cy de N osciladores cuanticos unidimensionales en el limite
T — oo, coincide con la energia media y el Cy de N osciladores cldsicos unidimensionales (que la
obtuvimos con el teorema de equiparticién).

Notar que si tomdbamos el limite de temperaturas bajas 7' — 0% en el problema de los N
osciladores cudnticos unidimensionales, tenemos: U(T) = (E) ~ N % Es decir, vemos que en dicho
limite, los N osciladores cudnticos se encuentran en su estado fundamental (de minima energia), cada

hw

uno con energia -



A. Teorema del Virial

Una generalizacion del teorema de equiparticion en su versiéon dada por la ecuacion 2, es el
teorema del virial. Pero éste teorema pide una condicion que antes no se pedia: que las particulas

estén confinadas en un volumen finito, o sea que V(q) — oo si ||g|| = oo, y luego H =T+ V (q) — o
M 9
(siendo T = Z Zp—’ el término cinético). Sean 1, xa, (- -+ ), Tanr = q1,q2, (- ), qars P1, D2, (- )pur las
m
i=1

coordenadas del espacio de fases (notar ademas que d*x = d™qdMp), calculemos:

OH L (e OH gy 1 [z (=1) 0

TN - " N ) —-BH
<xlaxj> Q) NI gg© Q) N TR oy, (™)
G VR (e ?1) — PV sy D (1)
G Q) N o NTE gy W
=0 :éij
Loyl M gy % Ly _ %
g Q J NnM B Q B

= k‘BT 51']'

Se utilizé que el término de borde se anula porque si ||¢;|| — oo o si ||p;|| = oo entonces H — oo.
Como corolario, podemos deducir que si H = bx?+ H'(xq, (- -+ ), i1, Tis1, (- ), Tapr) es separable

en la variable x; (con h;(x;) = bx?), entonces:

kT = <xig—i> - <xi8g’§ )= 2(ea?) = () = (ba?) = LhoT
Recuperamos el teorema de equiparticion en su version dada por 2.
También podemos deducir como corolario que:
<%g—Z> = —(qpi) = kT = <Pzg—i> = (pigs) = <%<%pz)> = (pigs) +(qips) = kT —kpT =0 (5)
donde se utilizo el teorema del Virial para x; = ¢; y luego para x; = p;. También se utilizaron las
ecuaciones de Hamilton i =—pi y Z—Z = ¢.
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