Guia 1, problema 9

Guillem Pérez Nadal

Enunciado
Definiremos gas ideal como aquél que verifica las siguientes condiciones:
e Si Ty N son constantes, la energia interna no depende del volumen.

e Si T y N son constantes, la entalpia no depende de la presion.

(a) Encontrar la ecuacién de estado y la entropia para ese gas. jAlcanzan las
hipdtesis para definir completamente el sistema o queda alguna libertad?
; Qué puede decirse del calor especifico?

(b) Suponga que ¢y = mR, donde m es una constante. Escriba la ecuacién fun-
damental para la entropia y las asociadas a cada potencial termodinamico,
U, H,Fyd@. Calcule u(V,T,N).

Resolucién

(a) Empecemos escribiendo los datos del problema en ecuaciones,
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A partir de estas ecuaciones, queremos obtener la ecuacién de estado y la en-
tropfa. La brajula que nos guia en cualquier problema de termodindmica es el
siguiente lema:

Cualquier pregunta que nos hagan acerca de un sistema termodindmico
la podemos responder si conocemos su relacion fundamental.

Entonces, la pregunta que nos tenemos que hacer es: ;qué nos dicen estas
ecuaciones acerca de la relacién fundamental? Dado que en la primera ecuacién
las variables son T, V, N, veamos qué nos dice esta ecuacién acerca de la relacion
fundamental asociada a estas variables, es decir, acerca de la energia libre de



Helmholtz F. Dado que F'=U — TS, tenemos U = F +T'S y por lo tanto la

primera ecuacién en (1) se reescribe como

_(OF s\ ap
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En la dltima igualdad hemos usado la relacién de Maxwell (0S/0V)rn =
(Op/0T)v,N-

Paréntesis: ;Como nos damos cuenta de si hay una relacion de Mazwell
que nos puede ayudar en el cdlculo de una derivada?

1. Nos fijamos si las variables independientes son las variables natu-
rales de algin potencial termodinamico; si no lo son, entonces no
hay ninguna relacién de Maxwell que nos pueda ayudar. En este
caso si lo son, son las de F'.

2. Escribimos el diferencial de ese potencial termodindmico, y de ahi
leemos la relacion de Maxwell. En este caso, dF = —SdT — pdV +
udN, y por lo tanto derivar S respecto a V' es lo mismo que derivar
p respecto a T'.

. J

La ecuacién (2) es una ecuacién diferencial para p en funcién de T, V, N que
podemos reescribir como
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Por lo tanto, Inp =InT + 1In f(V, N) o, lo que es lo mismo,

donde f es una funcién desconocida. Esto es todo lo que se puede sacar de
la primera ecuacién de (1). Vamos ahora con la segunda. Procedemos de la
misma manera, pero ahora, dado que las variables independientes que aparecen
son p, T, N, reescribimos la ecuacién en términos de la energia libre de Gibbs
G, que es el potencial termodinamico asociado a estas variables. Después de un
procedimiento andlogo al que nos llevé a (4) llegamos al resultado

V =g(p, N)T, (5)

donde g es una funcién desconocida. Dividiendo estas dos ecuaciones obtenemos
p/V = f(V.N)/g(p,N), y por lo tanto

pg(p, N) =V f(V,N). (6)

Dado que p, V' y N se pueden considerar como independientes (porque son tres

variables), esta ecuacién implica que el lado izquierdo no depende de p y el

derecho no depende de V. Concentrandonos en el lado derecho tenemos pues
h(N)



donde h es una funcién desconocida. Reemplazando en (4) obtenemos

p= 20T ®)

Todavia podemos decir algo mas usando el hecho de que p es una variable
intensiva y por lo tanto p(T,\V,AN) = p(T,V, N) para cualquier \. Eligiendo
A =1/N tenemos

p(Ta‘/aN):p(Tvv/Nv 1)7 (9)

y reemplazando (8) en esta ecuacién obtenemos
h(N)= NR, (10)

donde hemos definido R = h(1). De (8) y (10) concluimos pues

~ NRT

. (1)

p

que es la ecuacion de estado del gas ideal. Fijémonos que esto es todo lo que
se puede sacar de los datos del problema, dados por la ecuacién (1). En efecto,
hemos visto que (1) implica (11), pero es fcil comprobar que la implicacién
reciproca también vale. Por lo tanto, nuestra informacion sobre el sistema es
incompleta. Recordemos el siguiente lema:

Para determinar una relacion fundamental salvo por una constante, nece-
sitamos conocer dos ecuaciones de estado, es decir, dos de sus derivadas.

Aqui s6lo conocemos una derivada de F', nos falta otra, por ejemplo S en funcién
de T,V,N. Como no la tenemos, no tenemos informacién completa sobre el
sistema. Aun asi, algo podemos decir sobre S usando la misma relacién de
Maxwell que hemos usado antes,

s\ _ (d\ _ NR
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Integrando esta ecuacién obtenemos
S=NRWnV + f(T,N), (13)

donde f es una funcién desconocida. También podemos decir algo sobre esta
funcién usando la extensividad de S, que implica S(T,A\V,AN) = AS(T,V,N)
y por lo tanto, tomando A = 1/N,

S(T,V,N) = NS(T,V/N,1). (14)

Reemplazando (13) en esta ecuacién obtenemos

f(T,N)=N [Rln;[ —i—g(T)] , (15)



donde g es una funcién indeterminada, y por lo tanto, volviendo a (13),

S=N [Rlnx + g(T)} . (16)

Esto es todo lo que podemos decir sobre la segunda ecuacién de estado sélo
sabiendo que la primera es la ecuacion de estado del gas ideal. Finalmente,
cerramos este item calculando el calor especifico a volumen constante,

oy = % (gg)w — T¢/(T). (17)

(b) Supongamos ahora que ¢y = mR, donde m es una constante. Entonces (17)
toma la forma ¢'(T) = mR/T, con lo cual

g(T) =mRInT — Rln ¢, (18)

donde ¢ es una constante indeterminada. Reemplazando en (16) obtenemos la
segunda ecuacién de estado,
VT’"L
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S=NRIn (19)
Ahora si tenemos dos ecuaciones de estado y por lo tanto podemos determinar la
relacién fundamental. La forma estandar de hacerlo seria integrar las ecuaciones
(OF/0T)y,n = =S, (OF/0V )1 n = —p, pero aqui podemos aprovechar los pasos
intermedios que hemos dado en el camino hacia las ecuaciones de estado para
llegar al resultado de manera mads rapida. En efecto, teniendo en cuenta que
Ney = (0U/0T)y, N, el dato del calor especifico y la primera ecuacién en (1)
nos sirven para determinar U,

U = mNRT, (20)

y reemplazando (19) y (20) en la definicién de la energia libre de Helmholtz,
F =U—TS§S, obtenemos la relacién fundamental,

F=NRT<m—1nVZv\Z;:>. (21)

Esta ecuacién tiene toda la informacion termodindmica del sistema. En par-
ticular, de ella podemos deducir la relaciéon fundamental en todas sus formas
posibles. A modo de ejemplo, vamos a calcular la relaciéon fundamental en
la forma U = U(S,V,N). Si queremos usar exclusivamente la ecuacién (21),
tenemos que hacer lo siguiente:

Hntegrando las dos derivadas conocidas de U obtenemos U = mNRT + f(N), donde f
es una funcién desconocida, pero la extensividad de U implica f(N) = ¢N, y podemos fijar
¢ = 0 eligiendo el origen de energfa por particula.



(i) Derivar F respecto a T para encontrar S = S(T,V, N).
(ii) Reemplazar el resultado en la definicién F' = U—T'S para obtener U (T, V, N)

(iii) De la ecuacién obtenida en (i) despejar T' en funcién de S,V, N, y reem-
plazar el resultado en la funcién obtenida en (ii).

Ahora bien, nosotros ya hemos calculado S y U en nuestro camino hacia la
relacién fundamental (ecuaciones (19) y (20)), asi que sélo nos hace falta dar el
paso (iii). Despejando T de (19) obtenemos

P () e (52). )

y reemplazando en (20) llegamos a la forma deseada de la relacién fundamental,

Ng\ ™ S

Notemos que U(S,V, N) es una funcién homogénea de grado 1, como debe ser.
Las otras formas de las relacién fundamental se las dejo a ustedes. Por ultimo,
calculamos el potencial quimico,

oF vrm

Fijémonos que p nos ha dado intensivo, como debe ser.

Preguntas para ustedes

e El resultado que hemos obtenido para la entropia, ecuacién (19), no es
fisicamente aceptable. ;Por qué? ;Qué nos indica eso?

e El potencial quimico que hemos obtenido, ecuacién (24), es negativo a
temperaturas lo bastante altas. ;Es fisicamente aceptable eso?



