Guia 3, problema 17

Guillem Pérez Nadal

Enunciado

Un gas ideal diatémico consiste de N moléculas de momento dipolar eléctrico
. Muestre que la polarizacion eléctrica P estd dada por
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siendo V' el volumen del gas y E = En el campo eléctrico externo. Pruebe que
si |uwE| < kT, entonces la constante dieléctrica del gas vale

Despreciar la polarizacion inducida de las moléculas, y asumir que el campo
eléctrico actuante sobre cada molécula es simplemente E. Recordar que D =
E+47P =¢FE.

Resolucion

La polarizacién se define como el valor medio del momento dipolar total dividido
por el volumen. Como todas las moléculas son iguales tenemos

P =), M)

donde p es el momento dipolar de una molécula. La energia potencial de inter-
accion de un dipolo con el campo eléctrico es —u - E, asi que el hamiltoniano
de una molécula es

H = Hy— K E, (2)

donde Hj es el hamiltoniano en ausencia de campo eléctrico. Por lo tanto, el
valor medio del momento dipolar de una molécula es
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donde Z7 es la funcién de particién candnica de una molécula y el indice m
etiqueta sus distintos estados. Asi, pues, lo que tenemos que hacer es calcular Z;
y de ahi sacaremos lo que se nos pide. Para hacer eso, escribamos explicitamente
el hamiltoniano de una molécula en ausencia de campo eléctrico,
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En estas ecuaciones, Hiras v Hyoy denotan los hamiltonianos de traslacion y
de rotacion respectivamente, p es el impulso total de la molécula, m su masa
total, pg y p, son los momentos conjugados de los angulos 6 y ¢ usuales de las
coordenadas esféricas (con origen en el centro de masas), e I denota el momento
de inercia de la molécula respecto al eje normal a la misma que pasa por el centro
de masas. Probablemente vieron en la teérica cémo se obtiene este hamiltoniano;
en cualquier caso, lo pueden deducir facilmente ustedes mismos desempolvando
sus conocimientos de mecénica clasica. En principio, el hamiltoniano de una
molécula tiene también un término de vibracion; acé lo hemos ignorado porque,
segun el enunciado, el médulo del momento dipolar esta fijo, asi que suponemos
que las moléculas son rigidas. Ahora que conocemos Hy, ya podemos calcular
Z1. Tomando la direccién z paralela al campo eléctrico tenemos

HO = Htra.s + Hrot Htras =
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La integral en q y p es la tipica del gas ideal que ya hemos hecho muchas veces,
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donde A = h/vV2rmkT es la longitud de onda térmica de de Broglie. Ahora,
como el integrando no depende de ¢, la integral en esta variable da simplemente
un factor 27, y las integrales en pg y p, son integrales gaussianas que sabemos

calcular,
V (2m)2IkT [T ) _ cos
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La integral que queda se calcula facilmente haciendo el cambio de variables
x = cos #, dando como resultado

V (2m)2IKT _ sinh(BuFE)
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Nétese que Z; 9, que no depende del campo eléctrico, es lo que vale Z; cuando
el campo eléctrico es cero, de ahi la notacién. Reemplazando este resultado en
(3) y usando la férmula V,. f(r) = f'(r)7 para funciones que sélo dependen del
modulo del vector respecto al que se toma el gradiente, obtenemos
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Sacando factor comun [u en el término entre paréntesis cuadrados y reem-
plazando en (1) llegamos al resultado que tenfamos que demostrar,

N 1],
P= TH coth(BuFE) — G . (10)

Estudiemos ahora los casos limite. En el limite SuE > 1 (temperaturas bajas,
o bien campos eléctricos altos), el primer término entre paréntesis cuadrados se
aproxima por 1 y el segundo es despreciable, asi que

P~ %uﬁ, para SpuE > 1. (11)
En otras palabras, a temperaturas bajas o campos eléctricos altos todos los
dipolos apuntan en la direccién del campo eléctrico, como era de esperar. Para
estudiar el limite opuesto, SuE < 1 (temperaturas altas o campos eléctricos
bajos), tenemos que expandir la cotangente hiperbédlica hasta segundo orden en
el limite de argumentos pequenos, cothz ~ 1/x + x/3. Se obtiene

N BuE .  NBu?
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E para fuFE < 1. (12)

Asi pues, en este limite el gas se comporta como un dieléctrico lineal con sus-
ceptibilidad x = NBu?/3V | y por lo tanto su constante dieléctrica es

NpBu?
3V

e=1+4dry=1+4r (13)
tal como dice el enunciado. Dos comentarios finales: (i) en la definicién de sus-
ceptibilidad y su relacién con la constante dieléctrica, estamos usando unidades
gaussianas (9 = 1/4m) y las convenciones asociadas a ellas; (ii) témense un mo-
mento para disfrutar la emocién de haber podido calcular la constante dieléctrica
de un gas a partir de sus propiedades microscopicas.



