Guia 4, problema 12
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Enunciado

Un gas de N particulas de espin 1/2 ocupa un volumen V' y estd a temperatura 0.
El sistema estd aislado térmicamente. Mediante un tabique remouvible el volumen
aumenta de V a V + AV, con AV < V. El gas se expande libremente hasta
ocupar todo el volumen y finalmente llega a un nuevo equilibrio a temperatura
T. Encuentre T asumiendo vdlida la aprorimacion de muy baja temperatura.

Resolucion

En realidad, éste no es un problema de fisica estadistica sino de termodinamica.
Simplemente tenemos que usar las propiedades termodinamicas de un gas de
Fermi-Dirac, que ya conocemos. Dado que la expansion es libre y adiabética, el
calor y el trabajo se anulan y por lo tanto

AE =0. (1)

Teniendo en cuenta que la temperatura del estado inicial es 0 y la del estado
final es baja, podemos usar la ecuacién (50) del repaso de estadistica cudntica,
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Habria sido mala idea partir de la ecuacién (41) de ese mismo repaso, que da la
energia en términos de z en lugar de N, porque la fugacidad no es dato de este
problema, mientras que si lo es el nimero de particulas. Igualando la energia
inicial y la final obtenemos la temperatura,

T:TF(V+AV)\/51:2 [Mq]. (3)

Usemos ahora el dato de que AV <« V para obtener una expresion més sencilla
para la temperatura. De la expresion explicita de la energia de Fermi, ecuacién
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(47) del repaso de estadistica cuantica, vemos que e (V) oc V~2/3. Esto implica
que €x(V) = —2¢p(V)/(3V), y por lo tanto
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EF(V + AV) ~ GF(V) + EIF(V)AV = EF(V) (1 -

Reemplazando en (3) vemos que, al orden mds bajo en AV,

T:TF(V)\/%A%. (5)

iY nada mads, ésta es la solucién! Podemos hacerla mas explicita reemplazando
la expresion explicita para la temperatura de Fermi; ahi aparece la degeneracion
de spin, que en este caso vale 2 porque las particulas tienen spin 1/2.

Recordemos que en la expansion libre de un gas ideal comin no cambia la
temperatura, porque la energia no depende del volumen. ;Por qué cambié en
este caso? Porque en este caso la energia si depende del volumen, a través de
la energia de Fermi, que disminuye con V. ;Y a qué se debe eso? Bueno, al
aumentar V aumenta la densidad de estados (ver la ecuacién (28) del repaso de
estadistica cudntica), es decir, aumenta el nimero de estados de una particula
para cada energia. Por lo tanto, las particulas tienen més estados en los que
acomodarse sin incrementar su energia y la méxima energfa ocupada (es decir,
la energia de Fermi) es menor.



