Guia 5, problema, 7

Guillem Pérez Nadal

Enunciado

Considere un sistema de bosones idénticos que no interactiian entre si. Cada
particula puede tener dos energias, 0 y € > 0. El nivel fundamental no estd de-
generado, mientras que el nivel excitado tiene una degeneracion g = oV , donde
V es el volumen que ocupa el sistema y a es una constante con dimensiones de
(volumen)~1. El sistema estd en equilibrio a temperatura T y fugacidad z.

(a) Escriba el logaritmo de la funcion de particién grancandnica del sistema,
y a partir de ahi obtenga el numero de particulas, N, la presion, p, y la
energia, U, como funciones de T, V y z (despreciando las contribuciones
que se anulan en el limite termodindmico).

(b) Obtenga z y la fraccion de particulas en el estado fundamental, f, como
funciones de T y v = V/N en el limite termodindmico. Grafique f a T
constante y a v constante.

(c) Obtenga p y el calor especifico a volumen constante, ¢y, como funciones de
T yv. Grafigue p a T constante y ¢, a v constante.

Resolucion

(a) Para cualquier sistema de bosones idénticos no interactuantes, el logaritmo
de la funcién de particién grancanodnica tiene la forma

InZgc = — Zln (1 — 26756"’) (1)

donde la suma es sobre todos los estados monoparticulares y ¢; es la energia del
estado i. Podemos reescribir el logaritmo de la funcién de particién como una
suma sobre energias si incluimos la degeneracién de cada energia,

InZac = — Zg(e) In (1 - ze_ﬂe) , (2)



donde g(e) denota la degeneracién del nivel e. En nuestro caso s6lo hay dos nive-
les de energia, 0 y ¢, el primero con degeneracién 1 y el segundo con degeneracion
aV, asi que la ecuacién anterior toma una forma muy sencilla,

InZgc=—-In(l—2)—aVln (1 — ze*BE) . (3)
De aqui obtenemos inmediatamente el niimero de particulas,
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y la energia,

0 aVe

UZ—%IHZGC:W. (5)
El primer término del lado derecho de (4) es el nimero de particulas en el
estado fundamental, Ny; hay que prestarle atenciéon porque va a ser importante.
En cuanto a la presién, sabemos que pV = —= = kT ln Zgc, pero también
sabemos del repaso teérico, ecuaciones (78) y (79), que la contribucién del estado
fundamental (primer término en (3)) es despreciable en el limite termodindmico,
asi que la ignoramos,
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Y con esto ya hemos respondido a todas las preguntas de este item.

(b) Para encontrar la fugacidad en funcién de Ty v, tenemos que despejarla de
la ecuacién (4). Esa ecuacién es una cuadrética para z~!, asf que sabemos hacer
el despeje, pero en realidad todo es atin mas facil porque estamos interesados
en el limite termodinamico. Fijense bien: en el limite termodindmico tenemos
N,V — oo, de manera que tanto el lado izquierdo como el segundo término
del lado derecho de (4) divergen; en cambio, para z < 1 el término restante (el
numero de particulas en el estado fundamental) es finito, asi que lo podemos
despreciar. Haciendo eso es inmediato despejar z,

ePe

i= T (7)

Esta ecuacién se cumple sélo para z < 1, es decir,
efe
av+1

<1, (8)

condicién que se puede reescribir en la forma T > T, o v > v., con

666 -1 T — ;
« Eln(av + 1)

9)

Ve =

Ahora, sutilezas del limite termodinamico: dado que la energia minima de una
particula es 0, en principio dirfamos que la fugacidad cumple z < 1, pero eso es



sblo para N finito; en el limite termodinamico la fugacidad puede alcanzar su
cota superior, es decir, cumple z < 1. Eso se puede entender recordando que, a
temperatura cero, el sistema se encuentra en el estado fundamental, No = N; en
el limite termodinamico, esta ecuacion requiere que Ny diverja y por lo tanto que
z valga 1. Recuerden que la condicién p < €y, surgia de pedir que la funcién
de particién grancanénica fuera finita. Si eso ocurre, entonces N también es
finito, asi que no es de extranar que en el limite termodindmico se pueda relajar
un poquito esa condicién. El caso z = 1 corresponde a valores de v y T' que no
cumplen la desigualdad (8), asi que nuestro resultado final para z es

eBe eBe
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z= IMH vl . (10)
av+1l — 7°

En la siguiente figura representamos este resultado en funcién de v.
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Es instructivo comparar este resultado con el resultado exacto para z a N finito,
que, como dijimos, también se puede calcular resolviendo una cuadratica. Las
expresiones son mds feas, pero se las podemos dar a la computadora para que
las grafique. El resultado se muestra en la siguiente figura para a = 1, e’¢ = 10
y distintos valores de N.
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Como vemos, a medida que N aumenta los graficos se van pareciendo cada vez
mas a lo que obtuvimos nosotros en el limite termodindmico. Nétese también
que el valor maximo de z siempre es menor a 1, pero se va aplastando cerca de
1 a medida que N aumenta, en consonancia con lo que dijimos mas arriba.

El ntimero de particulas en el estado fundamental es el primer término del
lado derecho de (4). En el limite termodindmico, este nimero es despreciable
para z < 1 (jpor ser finito!), y para z = 1 se despeja de esa ecuacidn, asi que

Be
Ny 0 < — <1

[= N = . vt (11)
1 - ePe—1 av+1 > L.

En la siguiente figura representamos este resultado en funcién de v.

f

Para v < v, hay condensacién de Bose-Einstein, y en v = v, el comportamiento
es brusco, senalando una transicion de fase. También podemos calcular f a
N finito, reemplazando la expresién exacta para z en f = 1/[N(z7! — 1)].
Le damos el resultado a la computadora para que lo grafique, y obtenemos el
siguiente grafico para o = 1, €€ = 10 y distintos valores de N.
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Como vemos, para N finito el comportamiento de f es suave, pero a medida que
N aumenta se va pareciendo cada vez mas al comportamiento brusco que encon-
tramos nosotros en el limite termodindmico. Eso ilustra lo que menciondbamos
en las notas de repaso: las verdaderas transiciones de fase aparecen sélo en el
limite termodinamico.

(c) Para encontrar la presién en funcién de T y v, simplemente tenemos que
reemplazar nuestro resultado para z, ecuacién (10), en la ecuacién (6). Haciendo

eso obtenemos ;

{alen (1+21) <1
p:

1 ePe
akT In (1767ﬁ5) av+l =

(12)

iNGtese que para av > 1 se recupera la ecuacién de estado del gas ideal! Gra-
fiquemos este resultado en funcién de v.
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Como vemos, el comportamiento cualitativo es el mismo que encontramos en
las notas de repaso. En particular, para v < v, (segundo régimen de la ecuacién
(12)) la presidn es independiente de v, senalando la coexistencia de las fases nor-
mal y condensada, tal como discutimos en las notas. Por ltimo, para obtener
el calor especifico, primero calculamos la energia reemplazando (10) en (5),

Be
U= Nev augt <1 (13)
ege—el ofqul 2 17

y derivando respecto a Ty dividiendo por N llegamos al resultado

0 e’
av+1
cy = 2 . (14)
Be/2 B
avk |:Sinh(ﬁe/2)j| ac;JJrl =1,

que graficamos a continuacién en funcién de T.
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A grandes rasgos, el comportamiento cualitativo del calor especifico también
es similar al que vimos en las notas, aunque en este caso cy es discontinuo en
T="T..

Para ustedes. Los animo a hacer para p y ¢y lo mismo que hicimos para
zy f: calcularlas a IV finito, representarlas graficamente con la ayuda de una
computadora y comprobar que a medida que N aumenta se recuperan los re-
sultados que obtuvimos nosotros en el limite termodinamico.

Un comentario. Noten que este ejercicio es idéntico a uno de los ejercicios de
evaluacién de microcandnico. Pero ahi obtuvimos algo distinto: sélo pudimos
reproducir el régimen de temperaturas inferiores a la critica, z = 1. La dis-
crepancia viene de una sutileza: para poder pasar de la relacién fundamental
2 =EZ(T,V,u) a la relacién fundamental S = S(U,V, N) hay que poder despe-
jar T, V., en funcién de U, V, N. En el régimen z < 1, no se puede despejar
T en funcién de U, V, N porque, de acuerdo con (13), la energfa es independi-
ente de T', y por lo tanto no podemos reescribir la relacién fundamental en la
forma S = S(U,V, N). Por eso no pudimos explorar este régimen en el ensamble
microcanénico.



