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1. Ejer 1, 01-2018

1.1. Inciso a

Me pide calcular na = na(E,N,L) y nε = nε(E,N,L) y nb = nb(E,N,L)

na = # eslabones con longitud a

nε = # eslabones con enerǵıa ε

nb = # eslabones con longitud b

3 posibles eslabones:

TIPO 1- Longitud b y enerǵıa 0 −→ nb

TIPO 2- Longitud a y enerǵıa ε −→ nε

TIPO 3- Longitud a y enerǵıa 0 −→ na − nε
Objetivo: Escribir las variables termodinámicas N,E,L en términos de los números na, nε, nb:

Escribir N = N(na, nε, nb) , E = E(na, nε, nb) y L = L(na, nε, nb).

N = N(na, nb, nε) = na + nb = nε + (na − nε) + nb =⇒ nb = N − na (1)

Ahora, también puedo escribir L = L(na, nε, nb):

L = L(na, nε, nb) = naa+ nbb (2)

Ahora, también puedo escribir E = E(na, nε, nb):

E = E(na, nε, nb) = nεε (3)
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En definitiva, obtenemos: 
N = N(na, nb, nε) = na + nb

L = L(na, nε, nb) = naa+ nbb

E = E(na, nε, nb) = nεε

(4)

Ahora lo único que tengo que hacer es despejar na = na(E,N,L) y nε = nε(E,N,L) y nb =

nb(E,N,L).


N = N(na, nb, nε) = na + nb ⇐⇒ nb = N − na

L = L(na, nε, nb) = naa+ nbb

E = E(na, nε, nb) = nεε ⇐⇒ nε = E/ε

(5)

Meto la primera ecuación en la segunda:


nb = N − na

L = naa+ (N − na)b = Nb+ na(a− b) ⇐⇒ na =
L−Nb
a− b

nε = E/ε

(6)

Finalmente:


nb = N − na = N − L−Nb

a− b
=
Na− L
a− b

na =
L−Nb
a− b

nε = E/ε

(7)

1.2. Inciso b

Va a ser más fácil calcular Ω = Ω(na, nε, nb). Y si quieren expresar Ω = Ω(E,L,N) sólo reemplacen

en la anterior expresión la ecuación 7.

Ω = Ω(na, nε, nb) =

(
N

na

)
︸ ︷︷ ︸

=#formas de elegir na
eslabones de un total de N

·
(
na
nε

)
︸ ︷︷ ︸

=#formas de elegir nε
eslabones de un total de na

(8)
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Luego:

Ω =
N !

(N − na)! ��na!
· �

�na!

nε!(na − nε)!
=

N !

(N − na)!︸ ︷︷ ︸
=nb!

nε!(na − nε)!

=
# de formas de ordenar a todos los N eslabones

# de formas de ordenar a todos los nb eslabones de tipo I
·

· 1

# de formas de ordenar a todos los nε eslabones de tipo II
·

· 1

# de formas de ordenar a todos los na − nε eslabones de tipo III

(9)

Llamando na − nε = n3

S = S(nb, nε, n3) = kB ln Ω = kB ln

(
N !

nb!nε!n3!

)
= kB (N(lnN − 1)− nb(lnnb − 1)− nε(lnnε − 1)− n3(lnn3 − 1))

= kB (N(lnN)− nb(lnnb)− nε(lnnε)− n3(lnn3))

(10)

S(E,N, V ) = kB (N(lnN)− nb(E,N, V )(lnnb(E,N, V ))− nε(E,N, V )(lnnε(E,N, V ))

−n3(E,N, V )(lnn3(E,N, V )))

OJO: CUANDO PUSE V, DEBERÍA HABER PUESTO L

1.3. Inciso c

Tengo a S = S(nb, nε, n3) = S(nb(E, V,N), nε(E, V,N), n3(E, V,N))

1

T
=
∂S(E, V,N)

∂E

∣∣∣∣
N,V

=
∂nb
∂E

∣∣∣∣
N,V

· ∂S(nb, nε, n3)

∂nb

∣∣∣∣
nε,n3

+
∂nε
∂E

∣∣∣∣
N,V

· ∂S(nb, nε, n3)

∂nε

∣∣∣∣
nb,n3

+

+
∂n3

∂E

∣∣∣∣
N,V

· ∂S(nb, nε, n3)

∂n3

∣∣∣∣
nb,nε

(11)

Para la tensión f :

−f
T

=
∂S(E,L,N)

∂L

∣∣∣∣
N,E

(12)

Si hubiera sido presión p, con volumen V , se escribe:

p

T
=
∂S(E, V,N)

∂V

∣∣∣∣
N,E

(13)

La analoǵıa es L↔ V y −f ↔ p
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2. Ejer 2, 01-2018

Q = ZC =
∑
r ∈M

e−βEm =
1

N !

∑
r1,r2,(··· ),rN

e−βEr1,r2,··· ,rN =
1

N !

∑
r1,r2,(··· ),rN

e−β
∑N
i=1 εri

=
1

N !

∑
r1

∑
r2

(· · · )
∑
rN

e−β
∑N
i=1 εri =

1

N !

∑
r1

∑
r2

(· · · )
∑
rN

N∏
i=1

e−βεri

=
1

N !

(∑
r1

e−βεr1

)(∑
r2

e−βεr2

)
(· · · )

(∑
rN

e−βεrN

)

=
1

N !
Q1 ·Q2 · (· · · )QN =

1

N !

N∏
i=1

Qi

=
1

N !
QN

1

(14)

Paso 0: Incluir factor 1/N ! del conteo correcto de Boltzmann pues las part. son indistinguibles;

si las part́ıculas fueran distinguibles, no habŕıa que poner dicho factor.

Paso 1: Especificar un microestado del sistema r ∈M es equivalente a especificar el microestado

r1, r2, · · · , rN de cada una de las N part́ıculas.

Paso 2: Como H = E =
N∑
i=1

εi con εi =
p2z,i
2m

+~ω(nx,i+ny,i+1) la enerǵıa de la part́ıcula i, entonces

las part́ıculas son no interactuantes gracias a que en la fórmula de la enerǵıa total (hamiltoniano)

no hay términos de interacción Vij entre dos o más part́ıculas (no hay términos como por ejemplo

Vij = cte.|~ri − ~rj|−1 que no lo podés separar como Vij 6= Vi + Vj). Si son no interactuantes: Er =

Er1,r2,··· ,rN =
N∑
i=1

εri con la part́ıcula i en el microestado ri con enerǵıa εri .

Paso 3: Si podemos especificar libremente el microestado ri de cada una de las N part́ıculas,

es decir que todos los N microestados r1, r2, · · · , rN son independientes. O sea que no hay ningún

tipo de v́ınculos entre dichos microestados. Si podemos hacer eso, podemos factorizar la sumatoria∑
r1,r2,(··· ),rN

=
∑
r1

∑
r2

(· · · )
∑
rN

. (Ejemplo de lo contrario: Ver la solución del 6 y 15 de la guia 3 con

ensamble canónico.).

Paso 4: Identificar los factores con la función de partición de sólo la part́ıcula i: Qi ≡
∑
ri

e−βεri .

En caso de que las N part́ıculas sean idénticas (o sea que los posibles microestados de cada una de

éstas N part́ıculas son todos los mismos): Qi = Q1 no dependen de i (no dependen de cual part́ıcula

es).

—————————–

Lo que debemos hacer ahora es calcular Q1, sumando sobre todos los microestados r1 de una

part́ıcula:
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Q1 =
∑
r1

e−βεr1 =
∞∑

nx=0

∞∑
ny=0

ˆ
dzdpz
h

e
−β
(
p2z
2m

+~ω(nx+ny+1)

)

=
∞∑

nx=0

∞∑
ny=0

ˆ
dzdpz
h

e−β
p2z
2m e−β~ωnxe−β~ωnye−β~ω

=
e−β~ω

h

(
∞∑

nx=0

e−β~ωnx

)
·

 ∞∑
ny=0

e−β~ωny

 · (ˆ dz

)
︸ ︷︷ ︸

=L

( ˆ ∞
−∞

dpz e−β
p2z
2m

)
︸ ︷︷ ︸

=

√
π

β/2m

=
e−β~ω

h
L

√
2mπ

β

(
∞∑
n=0

(
e−β~ω

)n)2

=
e−β~ω

h
L

√
2mπ

β

(
1

1− e−β~ω

)2

=
L

h

√
2mπ

β

(
e−β~ω/2

1− e−β~ω

)2

=
L

h

√
2mπ

β

(
1

e+β~ω/2 − e−β~ω/2

)2

=
L

h

√
2mπ

β

(
2

sinh(β~ω/2)

)2

(15)

En nuestro caso, el microestado de una part́ıcula r1 se describe con las variables z, pz para describir

el mov libre en z, y los números cuánticos nx, ny para describir el osc arm cuántico en plano xy.

r1 ↔ z, pz, nx, ny

Considerando que 0 < e−β~ω < 1 ⇐⇒ β~ω > 0, podemos considerar que esa sumatoria es la de

una serie geométrica.

lnQ = N lnQ1 − ln (N !)

U = −∂(lnQ)/∂β
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