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1. Ejer 7

Para una particula libre relativista, siendo p = ||p]|:

e(p) = \/*p? + m2ct

Para una particula en el limite poco relativista: Si ¢p < mec

2
2 P
mc+2m

Para una particula en el limite ultrarrelativista: Si |cp| > mc?, entonces aproximamos: €(p) =~ cp.

2 entonces aproximamos: €(p) =~

En particular una particula con m = 0 es ultrarrelativista siempre.
Para calcular la funcién de particién gran candnica, necesito antes calcular la densidad de estados

g(e)

Para ello, planteamos lo siguiente:
> fe)= [ degle) (1)
i € estados Emin
Calculamos la sumatoria, considerando que un estado monoparticular viene descripto por un punto
(q,p) del espacio de fases y la proyeccién s, = £1/2 de spin en el eje z (que puede tomar g5 =

2s + 1 = 2 valores distintos pues s = 1/2 para el electrén). Consideremos también que la dimensién



del espacio es d = 3:
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donde se sumo e integro sobre las variables de las cuales no dependia €; y después se realizé el cambio

de variable p — €(p) = cp (con de = cdp).

Con g(€) podemos calcular In Zge con la ecuacién (26) del repaso tedrico de Guillem:
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En el tercer renglén integramos por partes con f(e) = In(1+ze=7¢) y h/(€) = €2, con f'(€) = o oo e
ze
&3
y hie) = [de I(e) = [de € = g El término de borde da 0, porque al evaluar en ¢ = 0 da

propor(:lonal ael = O3 = 0; y porque lim,_, % In(1+ze 7€) = 0, para verlo mas facil se podria hacer
taylor, usando In(1 + z) ~ x: %hl(l + ze75¢) ~ e3e7P¢ — 0. Luego se hizo el cambio de variable
€ — x = fe con dr = fde. Notar: I'(4) = (4 —1)! =3!=3-2=6.

Agarramos In Zg¢ y derivamos para obtener U y N:
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Por otro lado, para obtener N:
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Despejando z de ahi, obtendriamos z = z(T, N, V). La anterior es una ecuacién que me define de

forma implicita a la funcién z = z(T, N, V); y considerando que z = e”#, entonces la anterior ecuacién
me determina también p(7, N, V) = kgT Inz(T,N,V)

Observacion:
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OJO: Tener en cuenta que z = z(T, N, V)

Queremos hacer el limite de T'— 0 <= [ — oo (temperaturas bajas) a N,V constantes. Para
lo cual, notamos que:
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cte \‘t’_/ \ ,
cte —0

Entonces, en el limite de T" bajas, podemos usar la aproximacion de Sommerfeld, valida cuando
Z — 00:
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donde se reemplazé en el segundo renglén Inz = Su

Reemplazamos ésta aproximacion en la expresién de U/N (relacién entre U y N)
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En el segundo renglén se usé 1/(1 + 6) =~
['(5) =4I'(4).

1 — 8+ O(6?), luego se usé kgTh =

1. Se us6 que



Evaluando en T' = 0, obtenemos considerando que u(7" = 0) = ep, lo siguiente:
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Necesito saber e si quiero la expresién explicita de U/N a T = 0. Y necesito saber la expresion de
(T, N, V) a temperaturas bajas (con la primera correccién no trivial) si quiero la expresién explicita
de U/N a temperaturas bajas (con la primera correccién no trivial).

Obtengamos entonces u(T, N, V'), con la ecuacién que nos daba N como una derivada de In Zg¢,

que define z(T', N, V):
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usando la aprox de sommerfeld en lo anterior:
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En particular, si evaluamos en T'=0 <= 1/ = 0, entonces:
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= p(N,V)=p(T=0,N,V) = (

considerando que I'(4) = 3! =6 ep = ep(N, V) = u(T =0, N, V).
Entonces, si quisiera escribir DE VERDAD la relaciéon entre U y N a T' = 0, ahora si sé quien es

€p:
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Para obtener una correccién no trivial en temperaturas bajas de u(7', N, V') y luego de U/N, volvemos

a la ecuacién 12:

N R3¢ u(T,N,V)3 < 7w  3(3-1)

Verg = T G BTN, vy TNV )) 15)

Considerando que u(T, N, V) = ep + O(T).Puesto que despreciaremos correcciones de orden mayor
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Eso me permite escribir:
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Despejo u(T, N, V):

- (17)

Donde en el tercer renglén se usé (1+6)* ~ 1+ad+O(62). Y definiendo Ty = €r/kp, puedo expresar
1/(ﬁ€p) = /{ZBT/GF = T/TF
Luego si yo queria obtener U/N DE VERDAD (explicitamente) a temperaturas bajas con la

primera correccion no trivial, volvemos a la ecuacién 9 y reemplazamos la expresion obtenida de

(T, N,V):
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