Clase de Consultas del 29/6

1. Un gas de N bosones des espin s en 2D, confinados en un area A,
en el limite UR: ¢, = p;c

a) ¢Puede haber condensaciéon de Bose-Einstein (CBE) en este sistema?
b) ¢Qué temperatura el sistema debe tener para que 1/8 de las particulas salgan del estado fundamental?
c) ¢Cudl es la ecuacidn de estado a alta temperatura?

El logaritmo de la funcion de particion (macrocanonica) nos permite calcular toda cantidad termodi-
namica de nuestro interés. Para bosones planteamos:

n(Zge) = Zln (1 —ze Ei) 1)

Ahora bien, los estados monoparticulares estan rotulados por la proyeccion de espin y el momento p,
por lo que tenemos:

n(Zac) = Zln (1 — ze~Pes (")) = —gsIn(l —2) — gs Z n (1 _ Ze—ﬁa(p)) 7 2)

p#0

donde usamos que la energia monoparticular no depende del espin y ademdas hemos separado la con-
tribucidn del estado fundamental, pues sabemos que en un sistema bosdnico éste puede estar macroscopi-
camente poblado. Sila energia del estado fundamental no fuese nula tendriamos un término que va como
—gs In(1l — ze~=min),

Usando el limite semicldsico, podemos pasar la sumatoria a una integral en un elemento del espacio de
fases; resulta:

drd
In(Zge) = —gsIn(1 — 2) — gs/ h2p In (1 - ze*ﬂg(l’)> (3)
In(Zac) = —gs In(1 98 [ pin (1 - 2@ 4 4
n(Zac) = —gsin(l — 2) — =5-2m pn( — ze ) p @)
= 954 —~Be(p) 5
In(Zge) = —gsln(l — z) — o 27 [ pdpln (1 — ze ) dp (5)

Cambiando de variables con xz = 8pc, se tiene:

In(Zac) = —galn(1 — 2) ‘“A o / fepin (1 - ze=#®) d(pep) ®)
sA 2 _
In(Zge) = —gsin(l — z) — g}‘L2 (ﬂ:)2 /xln (1—ze ") dx (7

Integrando por partes, queda:
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Podemos expresar este resultado ya sea de esta forma o bien identificando na longitud de onda térmica,
es indiferente.

In(Zge) = —gsIn(1 — 2) + g A2 (ZZ) 93(2) (10)
A
ln(ch) = —gsln(l - Z) + gsﬁgg(z) (11)

Concentrémonos ahora en lo que nos preguntaban en este inciso. ;Puede ocurrir la CBE?

Recordamos que la CBE no es mas que la ocupacion macroscopica del estado fundamental a tempera-
tura no nula. Debemos ahora calcular el numero medio de particulas:

<N>=z (mn(ZGC)) 12)
z 5.4
z ET\ 2
<N >=g,——+g:A21 | — | 92(2), (13)
1—=z he
——
<Nop> <N¢g>

donde identificamos la contribucién del estado fundamental y la de los estados excitados.

Un criterio rapido para saber si podemos tener CBE es ver si < N, > se encuentra acotado. Toda particula
que no esté en un estado excitado pasa a poblar el fundamental.

Aqui es donde debemos analizar el comportamiento de < N, >; esto depende del problema en si. En
este caso vemos que < N, >~ ga(z). Sabemos que una de las propiedades que tienen las integrales de Bose
(que forman parte de las funciones polilogaritmicas) es que éstas son crecientes con la fugacidad; esto
puede notarse observando que a medida que z crece el denominador del integrando es cada vez menor y
el integrando cada vez mayor. Tenemos asi, a una temperatura dada 7', que:

< N> (2,T) << N¢ > (zmaz, T) (14)

Eludimos esta discusion y usamos lo que sabemos en este tipo de problemas: que en general z,,,, = 1.
¢Pero como probamos esto?

En un analisis general 0 < z < 2,4, < 1 = ¢’*min, La fugacidad acercarse arbitrariamente a 1, porque si
< N > no fuera infinito (i.e. no estuviéramos en el limite termodindmico) llegariamos al punto en el que
el numero de particulas en el fundamental sobrepasaria el valor de < N >. El valor maximo que puede
tomar la fugacidad es aquel en el cual todas las particulas se encuentran en el estado fundamental:

max < N > ]_ s
< N >=g,2mer ., . ~1— Y (15)

1— Zmaz :<N>—|—gS:1—|—<?\7> < N>

En la practica para < N > suficientemente grande z,,,, ~ 1. Esta discusién puede eludirse cuando
trabajamos, y mdas aun cuando estamos en el limite termodindmico.

Sigamos. Estdbamos viendo sila poblacién de los estados excitados esta acotada superiormente. Usando
lo que acabamos de mencionar y (14), llegamos a que:
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< Ne>(2,T) << N.>(1,T) =g,A2m (kT) g2(1) (=" Finito”) (16)
he ) &~
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Las funciones polilogaritmicas tienen una propiedad muy importante: cuando se evaliian en 1, si su
subindice v es menor que 1, entonces g, (1) no esta definida sino que diverge; si su subindice v es mayor
que 1, entonces g, (1) = ¢(v),donde ¢ es la funcidn zeta de Riemann evaluada en v, una cantidad tabulada.
En este caso el subindice de la integral de Bose es mayor que 1, luego tenemos que el numero de particulas
en estados excitados estd acotado.

iEsto no siempre ocurre! Si por ejemplo analizamos por ejemplo el caso 2D con relacién de dispersion
e ~ p? llegariamos a que < N. >~ g1(z) =< N, > (2,T) << N, > (1,T) ~ ¢1(1) (= "Infinito”) y no
podriamos tener (al menos con el andlisis que estamos realizando) condensacion de BE. Pueden analizar
otros caso a partir del problema 1 de la guia.

Vimos entonces que para este problema podemos tener CBE. ¢ Por qué? Supongamos que < N > a tempe-
ratura T es mayor que la cota que encontramos para los estados excitados; en ese caso condensan bosones
en el estado fundamental ya que no son aceptados en los estados excitados.

Este fenomeno depende de la temperatura (o de la densidad, segun como se piense). Si quisiéramos
hallar la temperatura critica por debajo de la cual se observa la fase condensada, ;qué hacemos?. Podemos
suponer que el numero de bosones en el sistema estd fijado al valor N y que la temperatura disminuye
gradualmente hasta que, a una temperatura 7., critica, se alcanza la cota anteriormente calculada:

N =N, <N, >(1,T.). a7

Por debajo de T, el numero de bosones en el sistema es mayor que el numero de bosones que pueden
encontrarse en estados excitados:

N >< N, > (1,T). (18)

La diferencia es cada vez mayor a medida que 7' disminuye -de (16) < N, >~ T2-y va a poblar el estado
fundamental.
De (17) hallamos inmediatamente que:

kT \ >
N = g,A2n ( o ) ¢(2) (19)

b) Quiero hallar la temperatura 7" en la que 1/8 de los bosones pueblan estados exitados. La fraccion
condensada no es despreciable, entonces, lo que implica que T' < T.:

< Np>  <N.>

1 N N - fo + fe. (20)
7/8  1/8

Como hay una fase condensada para que la poblacion del estado fundamental sea relevante tenemos
necesariamente que tener z = 1. Asi:

C<N.>(2=1,T) g, A2r (kT\> B
f. = X =5 (hc) ((2) =_1/8. (21)

Dato

c) Para hallar la ecuacion de estado a alta temperatura tenemos que tener en cuenta que, a la misma,
z = eP* es muy pequefia. El aspecto que tienen las funciones polilogaritmicas para =z chica es:

(2) = . /OO ! dr =~ — /OO e Tdz ==z (22)
PETT o e L T TW) Jo T
—
Despreciable I'(v)

Siempre que estemos operando a temperatura alta tendremos g, (z) = z 0 f,(2) = z.



Lo que esperamos es que a tempratura alta recuperemos la ecuacién de estado de un gas ideal. Veamos:

Ellogaritmo de la funcién de particién esta conectado con la presidn via la definicidn del potencial gran
canonico y la relacion de Euler: Por otrolado —kT'in(Zgc) = Q = —pA. En general la presidon no tiene aporte
del estado fundamental ya que para el mismo el momento es nulo. Juntando todo esto, tenemos

A pA
In(Zae) = gsﬁgg(z) =37 (23)
A
pA = kTgs3593(2) (24)
A alta temperatura g, (z) ~ z, ast:
pA = kTgséz (25)

A

iDebemos eliminar la fugacidad de esta ecuacién! La manera de hacerlo es usando la ecuacion para el
numero de particulas y notando que a alta temperatura no tenemos fase condensada. Entonces:

A
<N > Ny ,gsﬁQQ(z) NG gsﬁz (26)
T>T. T alta
Reemplazando (26) en (25) obtenemos la ecuacion de estado del gas ideal, tal cual esperdbamos:
pA =< N > kT 27)

¢Qué deberian llevarse de este problema?

= Un criterio sencillo para saber cudndo puede haber condensacion de Bose-Einstein. (Haciendo
los cambios que sean necesarios para estudiar otros problemas.)

= Para un gas de bosones el estado fundamental no contribuye a la presion.

= En 2D puede haber (al menos en el papel) condensacién de Bose-Einstein. Eso depende de cudl
sea la relacidn de dispersion.

2. Problema antediluviano de parcial. No recuerdo de donde lo sa-
qué la verdad, si de Estufis o de la fotocopiadora.

Nos dicen que tenemos un cilindro seccionado por un pistén madvil conductor de calor. De un lado hay
un gas de fermiones de espin 1/2 y masa m y del otro un gas de bosones de espin 0 y masa mp. El sistema
se encuentra en contacto con un foto térmico a temperatura 7' tal que:

- Los fermiones estan completamente degenerados.

- En el gas de bosones coexisten la fase normal y la fase condensada.

Nos cuestionan: si < Ny >=< Np >= N(DATO), entonces ;cudl es la posicion de equilibrio del tabi-
que?.

Lo primero que debemos hacer en este tipo de problemas es establecer las condiciones de equilibrio
termodindmico. La igualdad de temperaturas viene asegurada por el enunciado, pues el cilindro se en-
cuentra en contacto con un foco térmico a temperatura 7. La otra condicién de equilibrio, en este caso
mecdanico viene dado por la igualdad de las presiones:

Pf = DB (28)

Ahora, hay muchas formas en las que podemos introducir esta condicién. Tal cual vimos en el problema
anterior, cuando trabajos en el conjunto gran canonico hay una relacién entre la presion y el logaritmo
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de la funcidén de particiéon dada por —k7T In(Zgc) = —pV. Como aqui las temperaturas son iguales, tenemos
como condicion de equilibrio

In(Z In(Z

Zacy) _ Zae.s) 29)

Vs Vi

Por otro lado para los gases ideales de fermiones o bosones con relacién de dispersion del tipo e ~ p©,
la energia interna es directamente proporcional a In(Zs¢). Entonces, podemos reescribir la condiciéon de
equilibrio mecénico segun:

Uy  Up
Vi VB
iPodemos resolver el problema como queramos, tenemos varias opciones!
En cualquier caso lo primero que debemos hacer es calcular el logaritmo de la funcién de particion de
ambos gases. Los analizamos en conjunto porque ambos tienen la misma relacién de dispersion; en todo
caso si eventualmente quisiera agregar la contribucion del fundamental para el gas de bosones lo pode-
mos hacer trivialmente, pero recordamos que para los bosones las particulas en el estado fundamental no
contribuyen a la presion del gas.
Dicho podemos englobar ambos casos con:

(30)

i=fB (31)

~1.B
a—{ e (32)

. .z s yz s 2
Luego usando la aproximacion semiclasica para ¢; = 32—, resulta:

drd ‘
In(Zac,i) = agi / Tfln (1 + aze*ﬁsi(p)) 33)
Vi )
In(Zgci) = gh3 47T/p2ln (1 + aze Bel(p)) dp.

Cambiando de variables a la energia queda:

In(Zae,) = /9;1‘3/1 47r\/%51/2 aln (1 + azefﬁf) de

gi(e)

n(Zac,) = /gi(s) aln (1 + azeiﬁi) de. (34)

Ahora si nos conviene analizar por separado el gas de fermiones y de bosones.
Notacion: no confundir la densidad de estados g;(¢) con la degeneracion de espin g;.

= Fermiones:

El enunciado nos dice que la temperatura del sistema es tal que el gas de fermiones puede considerar-
se «completamente degenerado». Esto significa que 7" <« Tr y ademas podemos tomarla como nula, sin
realizar correccién alguna via un desarrollo de Sommerfeld (en ese caso se hablaria de «gas altamente
degenerado», igualmente nosotros seriamos mds explicitos en el pedido). En un caso u otro siempre es util
calcular la energia de Fermi, la cota superior de la energia a temperatura nula. Para avanzar tenemos que
derivar expresiones para el numero medio de fermiones y para la energia interna del gas.

oln(Z e 1
0z B,Vy 0 z7te”™ +1
’ ~——
’ILFD(E)



Por otro lado la energia interna puede derivarse automaticamente sumando sobre estados la cantidad
¢ de la cual queremos hallar su valor medio ponderando por la distribucién adecuada, en este caso la
distribucion de Fermi-Dirac ngp(e):

U= / e 9(&) nrp(e) de (36)
0
Calculemos ahora la energia de Fermi. AT = 0K, npg(e) = 0(sp — ), por lo cual:
[T 2.3
< Ny >= g(e)da—afgsF (37)
0
Por otro lado, como el problema nos dice que estamos a temperatura nula:
EF 3
U:/ e gle) de=—- < Ny>ep (38)
0 ~~ 5

asel/?

Lo que hacemos ahora es calcular la presion de los fermiones integrando por partes la expresion (34):

prf o 1/2 —Be
T = /Oéf€ In (l—i—ze ) de (39)
prf 1/2 1
277 _ (5)2 _ 4
= (5) /3/afe e (40)
g£(e) REDE
Uy
prVy = (2/3)Uy (41)

ComoaT =0K,Us = 2 < Ny > ep, resulta:

2
prf=5<Nf>€F (42)

Tenemos que notar que no fue necesario pasar a integrales de Fermi para hacer este andlisis. Tampoco
lo seria si nos pidieran un desarrollo de Sommerfeld, simplemente basta con saber que a temperatura
mucho menor que la de Fermi vale:

7T2

m
[ oteme(ente ~ / o) + T (kT %), 43)

(Pueden ver como se usa esta expresion en la resolucién del problema 10 de la guia de bosones, para la
contribuciodn electronica del calor especifico del cobre.)

= Bosones:

Agreguemos la contribucidn del estado fundamental

In(Zgc, B) = peVe _ / gB(e) In (1 — zeiﬁi) de — gpln(1 — 2) (44)
kT —
apgel/?
peVa _ —/gB(s) In (1 - zeiﬂg> de — gpin(1l — 2) (45)
kT

Si integro por partes y adimensionalizo para que surga una integral de Bose, nos queda:

Vi % z3/?
peVe _ 95Vs / e dr—gpln(1 - 2) (46)
B

e

95/2(2)



Si divido por Vg:
PB _ 9B () — gBln(1 =%

=== z , @
LT )‘?’B gs5/2 -

donde no incluimos el aporte del estado fundamental para la presion (que es despreciable puede pro-
barse mas cuidadosamente).

¢Como seguimos?
Como en el enunciado nos dicen que tenemos una fase condensada, inmediatamente inferimos que
z =1, pues de lo contrario la poblacion del estado fundamental no seria relevante. Tenemos entonces:

1
% = %95/2(1) = EC@/Q)» (48)

donde usé que el gas de bosones tiene espin 0 y que g, (1) = {(v) para v > 1.
Igualando (48) con (42) tenemos:
kT 12
N
iY ya estaria! Porque N y T son datos y la energia de Fermi depende de Na partir de (37). De (49) determi-
namos VyydeV =V + Vg, Vg.

¢Qué deberian llevarse de este problema?

= No necesitan trabajar con integrales de Fermi para resolver un problema de fermiones. jEs a
gusto de cada uno!

= En fase condensada z = 1. jExtrapolar a otros problemas con recaudos!




