Ejercicio Ensambles

Enunciado

Considere un sistema de N particulas distinguibles no interactuantes. Cada particula puede tener
dos energias, 0 y €, y para cada energia hay infinitos estados posibles, que corresponden a que la
particula tenga volumen nwvgy, donde vy es una constante positiva y n = 0,1, 2, .... El volumen total del
sistema es la suma de los volimenes de las particulas.

(a) Calcule la entropia del sistema en el ensamble microcanénico. Con ella, calcule la ecuacién de
estado que vincula a la presion p, el volumen V', la temperatura T' y el nimero de particulas N.
Obtenga también la energia F en términos de T, V, N.

b) Escoja otro ensamble, y muestre que obtiene los mismos resultados en el limite termodindmico
J
;,Como es la ecuacién de estado en el limite de baja presién pvg << KT?

(¢) (Cémo se modifica la ecuacién de estado si no se permite la posibilidad de que n = 0? Explique
por qué a bajas presiones la ecuacién de estado coincide con la del inciso (b).

Resolucion

(a) Al estar en el ensamble microcandnico, fijamos £, V' y N.

Fijar F implica fijar el nimero de particulas N, con energia €, puesto que £ = N.e. Para obtener
la multiplicidad de estados asociada a las energias, hay que contar de cuantas formas pueden
distribuirse los N, en el total N de particulas. Esto es

N!
Q. = m (1)
Por otro lado, V = le\i 1 nivo donde la cantidad de términos NN estd también fijo. Esto implica
fijar el resultado de la suma My = Zfil n;, con lo cual V' = vgMj. Esto es andlogo a lo que
haciamos en el problema 2 de la guia 3 para un sistema de osciladores armédnicos, en donde
conociamos el nimero total de excitaciones My = Zf\i 1 Mg, pero no como estas excitaciones
se repartian en cada oscilador. En definitiva es andlogo al problema de los libros en las cajas
(problema 5 guia 3). En este problema podemos pensar que n; representa la cantidad de libros
que hay en la i-ésima caja, y My = Zf\i 1 n; representa la cantidad total de libros, que est4 fija.
Por lo tanto,

7M()+N—1

Qu = m (2)

Dado que en este sistema, el volumen de cada particula es independiente a la energia de esa
particula y de las demés, podemos multiplicar las dos multiplicidades obtenidas para obtener la
total

N (Mo+N—1)! (N + Mp)!

Q- ~
NAN = N Mol(N — 1)1~ NA(N — N)My! 3)

en donde usamos que NN es macroscopico, con lo cual podemos despreciar el 1 que esta restando.
A partir de esto calculamos la entropia



S(Ne, My, N) = kInQ (4)
la cual, luego de aplicar la aproximacién de Stirling, resulta

S = k(N + Mo)In (N + My) — kN.InN. — k(N — N)In (N — N.) — kMyIn My (5)

o también

(N + My)(V+Mo)

S=kl
NN NN A

(6)
Aqui ya podemos reemplazar a N, = % yaMy= %, obtenemos una expresiéon de S(E,V, N)

(N + V/vg)(N+V/vo)

S=kln (E/e)E/«(N — E/e)N=E/e)(V vy)V/vo (7)

Esta ya es una relacion fundamental, con lo cual, podemos derivarla para obtener p y T

G N AL
=7 (o), = (7 ) ®

1 oS k Ne
v (55), e (5 ) ?)

De esta ltima expresién, podemos despejar E(T,V, N)

Ne

E= i (10)

El ensamble mas conveniente en este caso es el ensamble isobarico. Esto es debido a que ese
ensamble no fija ni la energfa total ni el volumen total del sistema. De esta forma, sélo en este
ensamble ocurre que los voliimenes que puede tomar cada particula es independiente del volimen
del resto de las particulas. Y lo mismo ocurre con las energias. Por ende, en este ensamble, las
particulas se comportan como independientes entre si. Ademds, el enunciado indica que son
distinguibles y no interactuantes. Esto nos permite factorizar la funcién de particién isobérica

N
zr =]z (11)
=1

La forma de escribir la funcién de particion isobarica de una particula es
7Z; = Z e~ Bpvi 267561 — Z e~ Bpvoni (1 + e*ﬁG) (12)
’UiZO €g ni:O

Dado que el binomio entre paréntesis no depende de n;, podemos sacarlo fuera de la sumatoria
y reconocer la serie geométrica

_ _ i _ 1
Zi=(14e%) 3 ()" = (14e7) T (13)

n; =0

Dado que la funcién de particién de cada particula es la misma, deducimos que la funcién de
particién de todo el sistema es

N
14 e P
7= () »



A partir de esto podemos reobtener la energia interna como

O0ln Z; Ne
U=- = 15
op efe+1 (15)
y también obtener el volumen total del sistema a partir de
OlnZ N
<Ve>=-2221 0 (16)

l@p - @pro —1
Esta 1dltima expresién es equivalente a la ec. si identificamos que < V' >= V en el limite
termodinamico.

En el limite en que pvy << kT, podemos aproximar por Taylor a la exponencial e?P dentro de

la ec.

Ny _ NkT
14+ B8puo—1  p

<V >= (17)

que coincide con la ecuacién de estado de un gas ideal.

Si excluimos la posibilidad v; = 0 obtenemos que la ecuacion ahora es

Ze= (Lh e ) 3 ()" = (14 ) (Z ()" 1> 9

n;=1 n; =0

resultando en

1
o 3
7 = (1 te ) i (19)

Esto implica que < V > ahora sera

NUO

<Vo>=1—F

(20)
Pero el limite a bajas presiones siguie coincidiendo con la ecuacién de estado de un gas ideal.
Esto se debe a que, cuanto mas baja es la presion del sistema a una dada temperatura y niimero
de particulas, mayor serd el volumen total del sistema. Que el sistema tenga un volumen grande,
en este caso implica que la mayoria de las particulas se encontrarédn en estados nvg con n grande,
haciendo que la proporcién de particulas en estados con volumen 0 (en caso de estar permitido)
sea despreciable de todas formas. Con lo cual, para altas presiones, considerar estos estados con
volumen cero no resulta significativo.



