Parcial de Fisica Tedrica 3, ler cuatrimestre 2020
Problema 3

Enunciado

Considere una cadena unidimensional abierta de spines con hamiltoniano
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donde s; = 1,...,q (es decir, cada spin puede estar en q estados distintos), J;
son constantes positivas y dqp es la delta de Kronecker (0gy =1 sia =1, §q =0
sia#b).

(a) Calcule la funcion de particidn candnica de la cadena.
(b) Calcule la energia media, y discuta su resultado en el caso T = 0.

(c) sCudl es la probabilidad de que s1 = s2? ;Y la de que s1 = s9 = -+ = s,
para n < N? Discuta su resultado en los casos T =0 y T — oo.
Ayuda: Si una variable X vale 1 cuando ocurre el evento E y 0 cuando no
ocurre, entonces (X) = P(E).

(d) Calcule la entropia de la cadena a T = 0. 5Cudnto valdria si las constantes
J; fueran negativas? ;Y si sus signos se alternaran? En el ultimo caso,
asuma que J; > 0 y que N es par. Discuta sus resultados.

Resolucion

(a) La funcién de particién candnica de N particulas es
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donde K; = 8J;. Separando el ultimo factor de la productoria obtenemos
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La suma sobre sy es facil: el término sy = sy_1 vale e y los deméas ¢ — 1

términos valen 1, asi que
ZeKN‘”S‘*Nfl‘SN =q—1+efv-1, (3)
SN

Reemplazando en (2) obtenemos una relacién de recurrencia,
ZN(Kla ce 7KN71) = (q -1+ eKNfl)ZNfl(Kl, ey KN,Q). (4)

Aplicando sucesivas veces esta relacién obtenemos
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Si la cadena tiene un solo spin su energia se anula en cualquiera de sus ¢ estados
posibles porque es una suma de 0 términos, asi que Z; = ¢ y por lo tanto
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lo cual responde a la pregunta de este ftem.

(b) La energia media estd dada por
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En el caso T' = 0 tenemos  — oo y por lo tanto
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Comparando con el hamiltoniano del sistema, vemos que ésta es la energia del
estado fundamental, como debe ser.

(c¢) Usando la ayuda, vemos que la probabilidad de que s; = s es
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Para generalizar a n spines notamos que 6s,5,0s,s5 - - - 05, s, €S 1 cuando s; =

sy =+ =8,y 0 en otro caso, asi que, usando la ayuda de vuelta,
P(sy=82="-+-=8p) = (0s,55055585 - - - Os,,_15n)
n—1 K,
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En el caso T'= 0 tenemos K; — oo y por lo tanto
P(sy=s3=---=8,)=1 (T =0). (11)

Claro, a temperatura cero el sistema esta en el estado fundamental, que corre-
sponde a que todos los spines estén en el mismo estado. En el caso T — oo
tenemos K; — 0 y por lo tanto
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Psi=sy=-=sy) = (T — o0). (12)
Claro, a temperatura infinita todos los estados son igualmente probables, sin
importar su energia, y por lo tanto la probabilidad es el nimero de casos favor-
ables (g) sobre el nimero de casos posibles (¢™).

(d) La entropia a temperatura cero es
S =klnQ, (13)

donde Q2 es la degeneracion del estado fundamental. Si J; > 0, el estado fun-
damental corresponde a que todos los spines estén en el mismo estado. Hay ¢
posibilidades, asi que

Q=gq (J; > 0). (14)

Si J; < 0, el estado fundamental corresponde a que el primer spin se encuentre
en un estado distinto que el segundo, y éste se encuentre en un estado distinto
que el tercero, y asi sucesivamente. Para el primer spin podemos elegir cualquier
estado, asi que hay ¢ posibilidades. Una vez elegimos una, tenemos g — 1 posi-
bilidades para el segundo, porque su estado tiene que ser distinto que el del
primero. Una vez elegimos una de ésas, tenemos g — 1 posibilidades para el
tercero, y asi sucesivamente, asi que

Q=q¢g—1D"1  (J;<0). (15)

Si los signos se alternan (con J; > 0), el estado fundamental corresponde a que
los dos primeros spines estén en el mismo estado, los siguientes dos spines estén
también en el mismo estado pero uno distinto del anterior, y asi sucesivamente.
Tenemos q posibilidades para el primer par; para cada una de éstas, hay ¢ — 1
posibilidades para el segundo; para cada una de éstas, hay ¢ — 1 posibilidades
para el tercero, y asi sucesivamente, asi que

Q=q(g—1N?T  (J; >0, signos alternados). (16)



En todos los casos vemos que la entropia es distinta de cero a temperatura cero,
lo cual esta en desacuerdo con la tercera ley de la termodindmica. En el primer
caso la discrepancia es irrelevante porque la entropia por particula si tiende a
cero en el limite termodindamico. En los otros dos casos, en cambio,
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S Jkln(g—1) (J; <0)
N Eln(g—1) (J1 > 0, signos alternados),

donde hemos tomado el limite termodinamico, asi que la violacién de la tercera
ley si es apreciable en estos casos.



