


Sistema quantico

Debemos tener en cuenta que las particulas no pueden ser localizadas en el
espacio de fases mejor que en un volumen h3 de una celda en el espacio de fases

Esto esta asociado a la relacién Ax Ap = h

Solo sabemos la probabilidad de encontrar particulas en la celda pero no cual
particula

Sea el operador de permutacidn

Sea un Hamiltoniano que satisface

7

J ]

0
HJ:O 0i,j coni#j

Tendran entonces autofunciones comunes



Entonces

P [y 1) S AW(N e e 1
P AW ey [y T o) S AW Ty T
W(reons T T 50n) TAPW( e T T

Por lo tanto se cumple que

=1 = A=+1

Las funciones de onda con A=1 son simetricas
Las funciones de onda con A=-1 son antisimetricas



Si introducimos ahora el operador P

Donde Pi denota las permutaciones de los indices

Si el H conmuta con todas las P, o sea con P se puede construir un
conjunto de autofunciones que son totalmente simétricas o antisimétricas

Que satisfacen

VSF, .. Py =AY PUG, ...,y
P

VAG, ..., Fn) =B Y (—DFPU @, ..., 7w
P

+1 Permutacion par

(—bF

—1 Permutacion impar




Paral Bose

- &
_ o Pep
<H]]> o _ 15
l — Z€ Pep
0 < —ze e l

O<efleriw_]1=1<elort) =0<(ep—pu) =ep>u=

para el fundamental ¢, = 0 = 0 > u de otra forma el
fundamental tendria poblacion negativa

ademas si =0 paraeg, = 0= (n,) = ®




Para Fermi

~n—PEp
_ s
Vip) = | + ze Pér

Vemos que en este caso

0<—ze™  _ 1
1 4ze P | + ePler1)

0<1<1+elor

se cumple para todo u



Acerca de los numeros de
ocupacion

Estudiamos laocupacion media de una dado nivel
Para Bose

-:l'..
ze Pep |
< p | —ze _.'|:x',i} E:i-"ﬂr[! 1) I

<n.>




Para Fermi

(np) =

ePlep-1ig

£- U
KT



Recordemos que para Boltzmann

Oy = 5r[0:1(. D]

Ademas Arp>dp = 277 p 2pdp = 277/ 2me de

Q](er) _ ZE Pe ~ %(2”})3:"3 JAU- e Pecli2de

_IU_ e Mx12dx es del tipo _IU_ e~ x"dx :

\
%q y:)(1/2 - s ) m,:- 20, — L 32 _ JT
- = "-Iu ey dy = B 2(kT) 3
dy = WL dx
2ydy = dx

% — ’:‘II —
(np) = %Z - Z npexp(—PLpephp) = ﬁl F':',, log =
= & e

p: Lnp=N

Entonces



0,01y = 20y dE_ Vo)

Como A° = h?/(2rmkT)>>

Resulta
OV, T) = VIA° N
i3 " R
= . V, — "u() L N L,q. _
(Z T) ;Z (/A ;Z ;t_ﬂN!
Ademas

00 = =l HE)] - H(2)

we =20 = N = Z(OQJ Q:g <ng>=ze_ﬂ‘9

0z

10




_ —  (0g) _ Y
Owe=23 = N= Ej =2Q = <ng> = zF
V
N) =efr—

| ] 1 (mkgT A% 9. T
u(T) = kpTIn(nVp) = —kpT'In [E ( 72 ) ] = ——kpgT'In (—)

11




Solid line — Classical result (T >> Tg)
At lower T (dashed line and still lower T)

L depends on the statistics of the particles
(fermions or bosons)

12



Para Boltzmann

<}?p> = EJHI: Ep',“;l o Eﬁ( E,’l-,jj

Solid line - Classical result (T >> T)
At lower T (dashed line and still lower T)

U depends on the statistics of the particles
(fermions or bosons)

13



Todo junto —

s—yj
KT

la diferencia entre las estadisticas cuanticas y la clasica se
hace imperceptible cuando e’“r ) > |

Pz > 1 > z< ] = elr < | = u<0yul >1

como 0 > u para Bose
y para Fermi no habia restriccion — es consistente. 14



O sea que cuando

(‘S_'uj»l: exp(g_'uj»l = (n,)<<1
KT KT

Sabemos que a
Tomando en cuenta que T grande la aprox. clasica

es apropiada.

— Entonces [ debe hacerse
Jposet et =1 grande y negativo

. Como es el caso para Fermi
OeamiNg =1 n,=00 =1 Bose y Boltzmann

g,:ermi{ ne} =0 Enotro caso

1 _
gBoItzmann{ ne} = |_| m " gBoItzmann{ ne} _1

15



Fermi Gas

Como habiamos visto, las dos ecuaciones basicas son:

P _Ar (7 200 B
T e dpp log(l + ze )

l

1 B

1 _ 4—;?? dp;r

v h

|l +z

A partir de Ia primera habiamos esorito

Sea( ) p=Xx;dx = a’p( ) , entonces
dxx? l()é(l +ze ™ ) = —}‘ (2)

/{T A7 J_I{l




y del mismo modo

L _ 1 < (-
T_Tf—(‘)

con A = J2i‘1‘huf.-‘ﬂkr

luego hicimos

126) = 4 [ de?log (1 +2e )

-

= |

= 7 -2 ) Fy2 L 3 p .
) (,!.r.x“[[) +ze™ — =—z2e™ ¥ + S G e ]

-lr';r_ 4 -
2,axt 11
como J” dxx?e - J7

=

o

P 1N D
kT 23 ; I3

Entonces tenemos 2 ecuaciones




P

kT
l

V

_ sy,

_ 1y,

y podemos depejar z de una de ellas y reemplazar en la

otra.

Observar que a partir del desarrollo de f;(z) en potencias de

z , es inmediato que

-

fo1(2) = z1£,(2)

oz

18



Como se comporta /: (z) ?

Z grande

' o (=1)*Z 2 3 _4
3@ =2 - S+ 5 -
- 2 272 32 47

sl z es grande — "lemma de Sommerfeld"”

f1(@) = $=[(logz)* + 2-(logz) > +...]

"]

por ejemplo

v = 5= ((logx)7)

Aiv=1,.(2)

13T
125377
1+

Y4

* Huang, Pathria, etc. 19



Como se comporta /. (z) ? Z pequeiio

. o (=1)*Z 2 3 _4
f3@ =2~ =2-7

/ 2 32 1
Sl z es pequeno... \

PIV= fy,(2)

Vemos que hay solucién de AS/V [l Zz



Tomar en cuenta que fijar 4~ es determinar 77, Ny V', que

son los parametros del sistema que determino — para toda

condicion macroscopica tendremaos solucion. — para
mantener fijo v al variar 7 varia z

21



Condiciones varias

A 27Hh>
f..(2) =— con A=
2 =7 ik

Es decir, f5,,(z) expresa la relacién entre la longitud de onda térmicay el
Volumen que le "corresponde” a cada particula.

la regidn en la que el

PE paquete es relevante
1 ) > < 1 — A3 <<\ es mucho menor que
el volumen especifico

Altas temperaturas y bajas densidades

22



- altas temperaturas ]l A

A= Jzzrh"/ka — decrece al aumentar T

i T v ¥
[} 1.25 25 3.75 5
x

, , , 1
- bajas densidades v = 'T — crece al aumentar ). p =< 7

la distancia interparticular es mucho mayor que la xlongitua
de la onda de De Broglie media a |a temperatura
correspondiente.

Estas condiciones corresponden a z pequeno (ver figura),
luego

\




fi@)=3r L =2

si z es pequeno...

0757

s
de donde A

- A i
. I PER
o~ /11— ot o— T

~

.JI..-

cuando & — 0=z — & que es la solucion para el gas

deBolizmann

_\_\_\_\_\_\_\_‘—\—\_

e

——

—* 24



Recordemos que para Boltzmann

g; X
Bose and Fermu
n,={ z 'ePiF1 ( )
gze P (Boltzmann)
zV .0 ZV
N=z)gePi=z) e Po= — | dp4ap’ e~ PP /2m — -
I p h 0 A
Entonces :
N z x
v £ TN

25



enhtonces

(n )— = N SR 0 3
P e ‘*p A ~Ge
T — <<= 72<k1=1+7e 77 [
V

L. a ecuacion de estado es entonces

Pv - Z( l)JF 4 _ 1,#1 (Z— Zq )

reemplazando z { 2 {AT 1}

Py _ A
i = T

que es el gas ideal mas una correccion de origen cuantico
Pr> P, 26




Como A es mucho mayor que v hay "fuerte overlap”

Bajas temperaturas (#>>1)

Altas densidades (v<<1)

Para valores altos de 4~ — valores altos de z

EE TS

27



del lemma de sommerfeld

)5 4 1 2
A~ log 2 M—th/kT
: 3ﬁ( > I nh /m ]

—1 1. n 1 3J7 N7 | h 6;:3)-%
=5 CXPL % 2m 7\ v 4 ) = expp 2m \ Y
definimos

28




luego

z = exp Per

Entonces podemos reescribir la poblacion media por
estado

(n,) = —Z£ e _ l
p | + z¢ Pev | +expfBlep —€y)

I
[ +exp(100{x—1))

. temperatura baja, g alto —

025 T




Esto es asi porque a temperaturas bajas al "apilar
particulas” en los niveles mas bajos...

Fermions

30



Si la temperatura es "un poco mas alta”

Entonces paraelcasode 77 — 0 = ff — o =
(1p)y 0.ep<e; I $n2p) Oep>e, 0

Entonces cuando 7" — 0, €res el nivel tal que debajo de el
hay N estados. En el espacio de momentos las particulas
ocupan-una esfera de radio pyy determina la superficie de

Fermi. (para poder acomodar N fermiones) 31



Sea ahora el caso en que tomamos en cuenta otro grado

de libertad por lo que los niveles p estan g veces
degenerados.

Por ejemplo sea el spins — g = 25 + 1
La condicion que determina el valor de pses

A

§Z<”P>r_u - N Volumen en p
P

Integrando

32




.
)¢

si [lamamos ¢, =

2m

p :hB—N
i ArgV

€= ém( ﬁ‘;,)//

De donde se ve que un sistema fermionico con N particulas
y una degeneracion g es similar a tener g sistemas

fermionicos independientes con = particulas C/u _N_
4V o [ p? N, '
Pr
E. = T 1pdp = 5
N o J-O (Zm)p P~ B F = a2 4
_477' 3_ > 0 — pF =—&c
_ AN o 5 Pr N 10m 5
g 3h3 pF g h3
_/
> peg
2E, 23 62\ 1
-0 —— N = P. = e ',-]5/3:> P[] r]5/3
° 3V 435 % ° ( g ] 5m 0 33

:|1/3

< |k



Funciones termodinamicas a temperaturas
bajas y altas densidades

1) 4 =7:0)

y en este limite

2) f2(2) =

4
i |

J1(2) = %(logz)%[l + ”T:(logz) “+...]

(logz)% + ”T:(logz)Tl +...] =

3) f2(2) =

|5

= 'y
NI -

Sﬁ (logz) T [1 + 2£=(logz) 2 +...

}

4)f1() = =

(logz)=[1 —

I-(logz) = +...]

~

ademas

P

kT

_ s

34



P 1
kT = /]3 f5/2(Z)

1l 1 , (-
7 — F‘f%(‘)

Entonces , con 4 = JZHﬁH/ka = hf12mmkT

_ ~ () _ An 213/2 + Y372 2 (Mg =) 2
L = #}‘?(4) = ==(2m/h~)"<(kTlogz)"~(1 + %=(logz) = +...)

de donde \ - Er
a) primer orden Tlogz ~ (%)™ L = z; (= ?‘]k
b) al siguiente orden
kTlogz = p ~ e/l — E (kTTef)?)
A fen\?
&= 2m 6?;' )
35

De donde p se comporta...



Entonces

p
kT /]3 5/2()
N

oot V_/]S 3/2( )

U = (fﬁ 1%_) = k12(Z-logE) = kT2(L- 2L

J mh:l
s(z) =

._f‘__:(:ll

\/ 2

[u'lluJ

f5(z) (log }%[ |i(luu" ..

U _ 3 A B g_logz) T

~ = skl = 4T T =
’5 -J_ (logz) 2 [1+£~(logz) 24

Dividiendo....
36



Que puede reescribirse como (usando la aprox. para KT Inz)

Y %e;-(l y S (KT +)

37



Del mismo modo

~
|
u;:llu
-

Y para Cy
CI J'T'] kT

2 €4

— +...

Entonces para temperaturas bajas 7’ < 7y = €/k , Cy €s

linealen T

[/

equiparticion

38



Finalmente la energia libre de Helmholtz

[’E = = (—’;(l = :m“ ( )

de donde (A=U-TS)

T2 (/{T
2 €f

— § — 0 con T"— 0 de acuerdo con la tercera ley

39



Ecuacion de Estado para situaciones no extremas

Hemos visto que ocurre cuando

y

3

s 13 . .
Que ocurre si = < | hay que considerar toda la serie.
Proponemosun desarrollo en terminos del virial

40



L= £y determi
ki 137 2 A determinar
f
I _ r_
A =f106) = 1 = g&f10)
De donde
PV fs(z)
NkT f3(z)
2
Entonces

; e { 1;_.'-1__.' ___.. - iy
fr@ =oAL 22

— —— — ——
il

2 22 472

P N B _9
{kT Y gf (2) = gf (2) = ye f (Z)}



Resultando

|:Z{ ai ( v ) ]jlf'%(:} =75(2)

Reemplazandn_;‘;}{:) y f1(z) por sus expresiones

. i v ( |.:|.|I‘I'|_-." ) -2 -3 4
F%{“}=Z] -'3,' — &L = 3 +-3 - T -

27T 37 47T

. ) |: |-:|.I"I'|_—." . 3 4
_-'f;[:“—'} — E 7 ] ‘__'_I =0 —.'_I —|— l_-: — _-.',‘- ..

: | ¥ 27 3T 47

42



7 3
__-—l_—-—l———
il mli—
iG] G
J 2 ¥ L

Cosechando terminos del mismo orden en =

{4’[:=::“=.:I[=1

2 -3

ki T 3
45 5

L ¥ £

43
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N

45

e ®
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] ] ]
= T =22 = =
T T ok
= = - e T

™.
=
_|
|
I
_|_
I
|
-
|
=y
|
s

[

I'\-_II'_.I. it

ld

L 0.176 78— = ~0.0032977

= ~1/2
2 &0

(&) = 1+40.17678(4) - 0.0033(4- )2

4(




Como P = 2(U/V) = U= 2PV = Cy = [=2PV]

Que resulta

Cr=[22r] = 2[5 ¢

NED

Cr= 2N 3 ) a(E) 23

~Dlal - D& )

Entonces

48




HE cva(E) 32 enacn(E)Y |

[
..
=M™
0
"
E
h
I
|
I
e—
L
| I

| = (-0.17678)(%+ - +2)(&) - 2(-0. (]{}’H}( )]

[ - 0.08839( 4 ) + 0.0066( 4; ]

I*Jlt_.r.x

Pero A va como (1/T%2)

49



Aproximacion de gas de Fermi para estudiar un nucleo

Haremos la aproximacion de particulas independientes
Para cada particula

i

h 2 32 32
— = 2 7 G_jlp‘ +f_jq,r — EY
2m \ ox2

Jﬂl}

Condiciones de contorno de Dirichlet

» WY(x,y,z) = 0, en toda la frontera

Se puede escribir

Y (X,}f’g z ) = ‘Y(x) Y(_]) Z (Z )

50



Con

h A2
— fq V(i) = E;'W;(i)
e

donde YV;(i) = X(x), Y(v),...

Para la energia

E — E;.; + EJ' + E:

Supongamos un cubo de lado «

Las condiciones de contorno son: X(x) = 0Oparax <ay
X = d

51



Resolviendo

72h 12
E.."L" = .-}l
2ma-
conn, = 1,2,3 ... (condiciones de contorno)
luego
2
,
m-h )
Lk = —[n3: +n: +n2|
2ma- | \

Calculamos entonces el numero de estados N(£)dE

Tenemos un grid 3dimensional y calculamos la cantidad de
puntos entre dos cascaras esfericas entre ry r + dr

52



Escribimos £ = 21 (2]

-
2ma-

Como n; son positivos —octante—como la densidad de
puntos es 1 (un punto por cubo de dimensiones 1X1X1)

N@)dr = <4nridr = +mridr

2R
como dE = —=2rdr , entonces

2ma-

N(EYE = 2V 12
21272

SiItomamos un nucleo (en esta aproximacion) podemos

53



calcular el nivel de Fermi
Tomemos en cuenta el spin unicamente

N =2 [ NE)E
0

N = 2 J” m2V_pngp — p12m2V J F12 g
B 2 3/2 V’ 2 32 /2 3/2 V- 3/
=2 w3 3 £y =202 3 Ly
“h - 37-h
de donde
2 /2
N 23 R ~2/3 413 , 3 h 23— 4f3
E C = —) — - L1 3 L .
f V- 2}}} 2 A ;O —}” T

54



Si lo aplicamos a un "nucleo”

Pensamos en un sistema esferico de radio R = r¢4'3

ro = 1.2510 Yem

Para un nucleo pesado (N ~ 0.64)

Entonces p = -2 = 2L de donde £, ~ 34MeV

=mrjAd Try

(leV = 11600K )

La energia de union media del ultimo neutron es
~ OMelV = E), =

La profundidad del pozo es £+ £, =~ 40MelV
(en realidad es =~ 50Mel )

55



Respecto del termino de simetria
El nucleo esta compuesto por protones y neutrones
Lo pensamos con 2 "gases” independientes

Para cada uno de ellos tendremos un nivel de Fermi

Ef;,n oL (Lj)z.}r
Ef;,? o ( Lf )1:,3

Faltaria ver como son |los pozos para cada especie (efecto
de Coulomb para protones)
Ademas
E=<E
k= ;:\Ef
Si los pozos fuesen iguales

E(Z,A) o A5NS4+ Z55] ac A 23N + (4 - N)*"]

56



sea 4 = 100
100-23(x53 + (100 — x)53)

Luego le gusta la simetria.

Luego podemos escribir el apartamiento del minimo

fi(Z,4) o< E(Z,A) — E(Z,A)min = C 4723 {\— s 2(71) _}

Lo cual se puede reescribir como:

57



sea

entonces

f(Z,A) ' 4723 {[

Para cada termino

[4 +D]3
[4 - D]3

58



3 l 5
‘ 423 A7 232047 ANT

A
~. 3 2pf LT o gpe 2 5
fuza) o« 41220 L] o« 41D

Sin embargo ademas hay problemas con las
"profundidades parciales”
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Simetria

A=16

Lower energy Higher energy

Efecto Coulomb

Protans  Meutrons Protons Meltr

IN-Z|=0 IN-Z| =

[
n

N

S

Mol Prolon Podential

&
Vi
Podt INEIRH
Poferdial
Fermin Loviel Ep|
|:
l".'___ . k
SVITEy 1 Conilomb Effel
Bifect I — jour™ Y
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Cuando se estudia la energia de union de los nucleos el

comportamiento es :

=t
=
1

ss® g v paay
Lurt TR,

-
'-'l;.'s'
%

B/ A (MeV per nucleon)
= -3 GO

[ ]
1

{} I I I !
0 50 100 150 200

Mass Number (A)

Lo que se describe mediante:

250
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Formula semiempirica de masas

| 2(Z -1 (A - 2Z)’
Ep = ayA — agA*® —ac AL/3 ) 4 A *
Termino de
Coulomb
Termino de volumen
e oty T e Lormine ce
g bdne R Simetria (f,)

Termino de superficie -

§(A, Z)

~+dn
(A Z)=10
5

Z, N even (A even)
A odd
Z, N odd (A even)

62




For most mueclei with A > 20 this simple formula does a very good job of determining the
binding energies - usually better than 0.5%.

For example we estimate the binding energy per nucleon of §2Br (Bromine), for which
£=35, A=80 (N =80 — 35 = 45) and insert into the above formulae to get

Volume term: (15.56 x 80) = 1244.8 MeV

Surface term: (—17.23 x (80)%3) = —319.9MeV
0.697 3
Coulomb term: ( : ;: ﬁd ) —198.4 MeV
23.285 45 — 35)
Asymmetry term: ( - KBEUG 2 ) = —20.1 MeV
—12.0
Pairing term: (W) = —1.3MeV

Note that we subtract the pairing term since both (A-Z) and ¥ are odd. This gives a total
binding energy of 696.1 MeV. The measured value is 694.2 MeV.
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Energia de Union

 Termino de Volumen R=rAY
B, =a,A volumen = (4/3)/R° = (4/3)rrr; A

 Termino de superficie

— Nucleones en la 4t R? = 4nr?A®°
superficie estan
menos unidos

B, = —a A’




Energia de Union

e Coulomb
e Para un nucleo de carga Ze, Bc es:

1 R
BC:E J; pV(Nd’r, B.=0qo
R R
:%J(; p%np(BRz—r2)4nr2dr :%np247£_([ (3R2—r2) r*dr
2 2
:gﬂ:z (Ze) - gRS =§ (ZS)
5+
3
2 (
Bczgﬂzg(ze)(ze) E§92 Z(Z-l)::§ezé _1/]3') (for Z =1, B, =0)
5 R 5 R 5 R S5 Try/A
ZZ

NE Pero la aproximacion es muy burda y a_ debe ser det. Bxp.



Energia de Union

Symmetry Term




De las estrellas
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All s1are, 25 far 3= we know, are born from the graviafional coflapse of the core of 3 molacular cloud.

Molecular clonds are cold, dark, glam
condensations ot dust and molecidar
ga% which serve ai “stellar nurseses”,

All stars are born in molecular clouds,
including our Sun. Molecular clouds
are The “stulf™ we're made of

Becouse of their dusby content, visthile
light canmot penetrate nto a

modecutar cloud., |hees, indrared and
subinllimeter chsepyations are needed

to "see” the star-forming process.

Dense ragments collapse
under gravity, making
protostars. These accumulate
irdalling matter and Torm
circumstellar disks and
poweriul cutlows and jets.

= =

“ﬁ')’

ioniEing |
mi;m.—. o Amnewborn star
from = [obscured from view)

: IMgminates its Gisk
hn:ﬂ:.l?‘:; e (3een edge-on herely
and oufllow jet




A Closer Look 2
at I\Iuclensynthesr__

CNO cycle
In “normal stars”



White dwarfs (enanas blancas)

Algunas unidades

proton mass 938.3Mel7c*(1.6726 x 107"kg) (1836 veces la masa del
electron)

densidad nuclear 2.7 x 10%g em™ = 0. 16fm™

El Sol

Mean diameter 1.392 x 10%&m (109 Earth diameters)
Circumference 4.373 x 10°fm (342 Earth diameters)

Surface area 6.09 x 10™fm?(11,900 Earths)
Volume 1.41 x 10'/m? (1,300,000 Earths) Density 1.408g/cm®
Mass 1.988435 x 1030} (332,046 Eartns) Surface gravity 273.95ms™ (27.9¢)



nearly pure nearly pure
neutral helium surlace
i

"~ carbon and
oxygen core

nearly pura exposed core of
ionized helium surface carbon and oxygen

Las Enanas Blancas
Estrellas de luminosidad muy baja

Estan compuestas basicamente por Helio

Con una densidad de 107g/em? (0 sea 107 ps)
Masa 10¥¢g (v Mo)
Temperatura en el centro 10K (= To)

(= 1000eV)(eV = 11602K)
0.008R 5 <Radio de una Enana< 0.02R:
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A esta energia los atomos de Helio estan completamente ionizados
y por lo tanto tenemos un sopa de nucleos de Helio y electrones

libres.

Material Density in ky/m® Notes
Water (fresh) 1,000 At STP
Osmium 22,610 Near room temperature
The core of the Sun{~150,000
White dwarf star |1 « 109[1]
Atomic rucei (2.3« 10171 Does not depend strongly on size of nucleus
Neutron star core (8.4 « 10'° - 1 x 10'®
Black hole 9. 10%0% Criical density of an Earth-mass black hole

5 7
5
s |
15 4

|
L3
5 4

o 4

IONIZATION ENERGY (EV)

L

| HELIUM

MECM

¥ 313 & ¥ & [ @0 ¥ 10 EFY 12 3% 14-1

ATOMIC NUMEER



Calculamos las propiedades del "gas de electrones”

Para estos electrones

h=1.05457x10734Js

M, = 9.10938 x10~"kg
6.24150636309 x 101 MeV

|
2m, 23

(1.05457x107**)kg*m*s*

10" glem”

2+9.10938x107 kg s*

9.10938x10*¢
Ckgm* (1.05457)7  10°1078(10%)%°

m*s* 2(9.10938)°°

10!




107810123 1028)2310%  (1.05457)°
10731 2(9.10938)7?

=3.0151x 107Js =
(6.24150636309 x 10%2)(0.30151 x 107 ) MeV =
er = 18.819MeV ~ 2 x 107eV ~ 102K

Entonces si la correspondinete Temperatura de Fermi es del orden

de Tr ~ 10K, la Temperatura de la estrella es\10’K ¢s mucho
menor y por |o tanto los electrones estan en un estado muy
degenerado.—|qas ideal a temperatura = 0.
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Relativistic energy & momentum

Relacion de Einstein para la energia

E = mc?

Que incluye a la energia cinetica y |a energia asociada a la mas en

'eposo

La masa relativista es




Momento relativista

24
msc

ye

:‘,‘2

FECE g

2.2

2 2
= —FJEEC4 M




7

4

= (mc)™ - mie

donde m es la masa relativista y m, s la masa en reposo

) i
E= Jp‘zﬂ“ +mjc?

La energia cinetica relativista es




¥
Ex = me* —mpe?

= moc’(y — 1)

desarrollando

Ex = mye* (

= Hh]l'lf‘ + 5 Mo——=

2 8

14
2 ¢
3

Sivi<<cC...



mgy'
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Para el foton la expresion p = = ymyv' tiene problemas,

entonces usamos

-
E= Jp%z +mge?

Queconmy=0=







Mas propiedades del gas de electrones

¢ =2.9979x10%m/s

me = 9.10938x107 ke

dedonde |me.c = 2.7x10 > kam/s

mientras que

pe=

1/3
413%,) - 1.05457_1{10-34,&(%)1-"3(
/

) 1/3

=|=

—
con

v

a
resulta

(E)l-'? - ( lﬂ?g.='fm3
9.10938x102¢

()13 = 0.49237 \

)3 2 (103%/em3) 13 ~ 10345-L = 10%03.L

prF = 10™2%kams




mee = 2.7x10 > kgm/s

pr = 107 %kam/s

como son comparables resulta que el gas lo podemos considerar
relativistico

De esta forma el sistema es : un gas de N electrones en el estado
fundamental, a muy alta densidad (los tratamos relativisticamente)
moviendose en un fondo neutralizador de N/2 nucleos de Helio. Son
estos los que "proveen" el campo gravitatorio que balancea la
presion del gas de Fermi.
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Un par de aproximaciones
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. electrones por nucleon
Sea |la densidad de electrones P

densidad central

Ne = Ler

Sea un gas de electrones no relativista degenerado

_ .53 _ W’ [ 3 :sz3 513
P = Kypn s | B0 n

84




Cual es |la presion necesaria para mantener a la Estrella ?

Contraccion gravitatoria

.
Sea una masa: m(r) = j p(r)drnr2dr'
0

Sobre la cual actua una aceleracion gravitatoria

o(r) = Gu*r 2(;f*)

Para un elemento de volumen

\




Simple sistema y el equilibrio hidrostdtico

-

Am

Ar
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PAA

Ar

/ (P+AP)AA
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Para un elemento de volumen

{P@g+-difjaJ

-—P()] digj

ArAAd

|a aceleracion del elemento

de volumen es

AM = p(r)ArAd

- dﬁ

1 dP
p(r) dr

= g(r) +

En equilibrio hidrostatico — ‘;;’ —




Para un equilibrio global

J' 4.?;}3 dP iy = J'R A3 Gm(r)p(r) r

?"2

I 43113de; I Ar Gm(;)p(;)d

El termino de |la derecha es la energia potencial gravitatoria del
sistema




B _[M=M Gm(r) dm = Ecx
m=0 I

El termino de la iquierda es (integrando por partes)

R
j A L dP dr = [P(f*)4ﬁr3]‘: — SI P(r)dnridr = 0= 3(P)V
0

De donde
EGr

(Py=-3

"\“‘l
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- Sl estamos a baja densidad. los electrones e iones forman un
gas clasicoy

P =nkKT

- A altas densidades los electrones forman un gas cuantico
degenerado

3 152
Ep = mc” +p-2m

con una presion dada por

" fﬁ[ 3 T” s3 _  PE
P s | 87 Ne 7

En este caso
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1/3
[%] h=pp << mc

1/3 . :
Como pr = [22] ~h.lo anterior es equivalente a

8
nmc 3
H << — )
h

-Si las densidades son muy altas

3
n >> —”“:)
h

el gas se hace ultrarelativista entonces

Ep = PC
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de donde

E = pC gs
0
N = SHEVF%

y la presion se aproxima a

p = hc
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Presion ejercida por el gas de electrones

Los estados del gas son (tomar en cuenta que s = £

I:(pc (mc? ]11

El momento de Fermi es

fr T
21(4ﬁpf)-ﬂ* —“j.pn’p
h 3 hodo

de donde

L)
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La energia del estado fundamental es

-
Eqg=2 2 (pf + (m,c?)

4=

q

- % j.lzr dpihlrpj[(p(‘)j + (mgc:]]]l '

Si calculamos la presion
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)12 )y 12
CDﬂE=|:(pC)1+(IHEC3)_:| =JHECE{I+[”§:{}'} =3

2

¥ de _ i Emgrlp:’mﬁr _: Pl
dp 2 {HL,;%]E}M {1+[%gf]2}m
De esta forma
8T [#F plm ;
Py = ﬁj ——ppdp

Y




Se define p = me(snh6)
consinhf = (ef —e™)/2

con coshf = (e* +¢7)/2

dp = me(cosh) db

que cumplen cosh’6 — sinh*6 = 1

Entonces la integral es

_/

"‘I
J

0 {cosh’ 9}

fig x 8 J‘ mte 5111]1 9 coshif) 40 = —m 4

37

I
j " sinh*ado
0
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Que resulta dar

- 4.9 7 1 7} - b -
Py = Ef}f Ax) = —Hf‘}? [x(r? + 1)"2(2? - 3) + 3sinh 'x] =
i’ S’

= ((mm*c”)/(31P)) + A(x)
Donde

x = smhfr = ;I:T‘;

Se puede considerar el siguiente proceso :
Cuando se equilibra este sistema
Como sabemos el gas de fermi necesita "paredes” para estar confinado
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En este caso tenemos el potencial gravitatorio!
Sea un contenedor esferico que realiza un cambio de volumen 7 (si
dV >0 = AE <0) —

dEy = —Pg(%)dl’? = -Py(R)41R*dR

Que pasa si esto ocurre para un sistema que se sostiene confinado
por accion de la gravedad?

Haciendo varias suposiciones (el sistema no es homogeneo, efc)
calculamos el cambio de energia potencial gravitatoria debido a un
cambio de volumen como
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E,
B = — Gé“? IR

o aparece para tener en cuenta efectos de no homogeneidad.

Para un sistema en equilibrio la energia total se mantiene constante
entonces dE, = —dE, dando

. Gﬂff U(R) = GiHl

Po(R)ATR? =
o)A AR’

Como la masa la concentran los 7, (ncleos)

M = N(m.+2my) = 2Nm,
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il : 13 1/
Utilizando la relacion para P, con A(x) = 4([ o } n ’f)

by R

1/3 3
A([ gmg} h/me ) _ 611’0( h/mc) GM .,/R
8, R R e

Queda una relacion implicita (ver forma de 4 )

se obtiene

Como hay formas asintoticas parax >> 1y x << 1, 0 sea:

4.5

4.9 3 3 - PO
Py = MILC f(x) = B C Iy(x2 + 1)V2(2x% - 3) + 3sinh~'x]

33 3))°
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8
prl(me)] >> 1 R<<10°cm

0
prl(me)] << 1 R >>10%cm

Se puede demostrar que:

xe=[pe/(mc)]>>1 corresponde al limite ultrarelativista

xg<<1 corresponde al limite no relativista
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8
IpEl(me)] >> 1 R==10 cm

0
[pel(me)] << 1 R>>10°cm

paraR > 10%emy R < 10%cm para las cuales se obtiene

R> 10%m = R o« M3

hror M 1" VAR
R<10°m =R = mc[ W } |:1 _ (V)
X

0

con

_ 9 3312 (c/G)*?
My = E(BH/{I ) 7
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De donde
a) al crecer la masa disminuye el radio
b) para M > M, no hay solucion real ol

45
40+
35+

30+t
25

—Una enana blanca en equilibrio debe tener ol
M < M, ol

10 r
05+

R —>

0 010203040506 0.7080.91.0
(MIMg) —>

FiG. 8.9. The mass-radius relationship for white dwarfs (after Chandrasekhar, 1939).

C h a nd rase kh ar Cal C u | D : The masses are expressed in terms of thefimiting mass Mo and the radii in terms of a

characteristic length £, which-"given by 7.71u; % x 108 cm ~3.86 x 10° cm.

). Zﬁ JU:
I
con i, = M/Nmy grado de ionizacion (usualmente del orden de 2)=

Mo=1.44+Ms 106

M, =



Que es lo que ocurre? porque este limite?

Si la masa supera el valor de Chandrasekhar |a presion electronica
no es suficiente para soportar la compresion gravitatoria y Ia estrella
sigue colapsando.

| ]38

N Jon

Average binding energy per nucleon (MeW')

] 30 i) S0 120 150 180 210 240 270
Number of nucleons in nucleus 107






A Closer Look 2
at I\Iuclensynthesr__

CNO cycle
In “normal stars”



d e f
Within a massive, evolved star (a) the onionlayered shells of elements undergo fusion, forming a
nickel-iron core (b) that reaches Chandrasekhar-mass and starts to collapse. The inner part of the
core is compressed into neutrons (c), causing infalling material to bounce (d) and form an
outward-propagating shock front (red). The shock starts to stall (e}, but it is re-invigorated by
neufrino interaction. The surrounding material is blasted away (f), leaving only a degenerate
remnant.



Estrella de Neutrones

Neutron Sta P Neutron star v5. Chicago

Neutron stars are the collapsed cores of F
some massive stars (8 — E'D 30 solar masses) o o

1 solar mass <« M5 Mass ¢« 3 solar masses
NS radius = 107 Solar Radius = 10 Km
NS Density = 101% g/em? (water = 1.0 gr/cm?)

Electrically Neutral
Map=l A M, Hsdapsligm

Spia rex wp e LD e
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A NEUTRON STAR:
i
CORE:

Homogeneous
Matter

Magneti

Meuron Vortex

SURFACE and INTERIOR

“Sp aghieili’

———— ATMOSPHERE
EMNVELOPE
CRUST
OUTER CORE
INMER CORE

- Polar cap

Meutron Superflumd +
Proton Superconductor
Meutron Yortex
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QOuter Crust

Inner i:rust

Mal;tﬂE'

!
=4 % 10" g em

e 100-1200 m

=0.8x 10" g cm?

e 25=250m

- - Pure neutron (super)fluid
B - neutron + proton fluid Pa's.ta

[
=0.8-1.8 x 10" g cm™

Core

1
inverted pasta (bubbles)
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FIG, 1. The interparticle potentials o, and 1, for the M
{zolid) and 5 idashed) models.

MeV)

TABLE II. Energies of nuclei (MeV/nuclean' for the M and
5 madels compared to experimental binding energies,

A Fi Ey £, E.,
2 | 576 - 5.67 =1.11
3 1 -7.14 —1.26 —2.83
3 2 -7.91 —1.05 707
5 : =747 —632 —547
18 8 -1039 —10.49 —7.9%
40 n 1044 - 10,60 —8.55
an 40 —9.93 — 1025 —8.71
139 57 .12 —~9.58 —5.38
197 ™ —8.38 — L84 —7.82
W e} 0 ig T T e
PHYSICAL REVIEW C VOLUME 42, NUMBER 1| JULY 19%0

Accuraey of the Vlasov-Nordheim approximation in the classical limit

R.J. Lenk, T. F. Schlagel, and V. R, Pandharipande
Departimend of Physics, University of dllinois.ar Urbana-Champaign, Urbanc, Hlineis 61801
(Received T March 1990)
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CMD Model

Table 1. Comparison of coefficients abtuined for different models.

Coefficent St Medim  Experimental

C, 16.1 1737 13,73
C, -3 -4 178
Fi -0197 02% 017

Con —3#@7 —E.‘}.Qﬂ\ -7

J.l I '[_r | T | T I T | T
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Figure 1. Energies obtained with the mss formola 6 (ifangles) for the s6iF and medium models
(top &nd battom pancls, respectively) togother with the corresponding cround states caloulated
using frictional molecular dynamics (circles),
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Our work: use molecular
dynamics to study neutron
stars

Solve the dynamics as before but..
——

Simulate the infinte systems using Periodic -
boundary conditions
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S‘"—'dY: Topology (why?)

; S I Euler
ol X=03,p=01 J: 1

., PoT04MeV |

Il ... | q:—

o i, 0
' !

Fragments and . — -1
their mass Pair correlu‘rlon ==
distribution function ! H"" -

Minkowski
functionals

Results: Nuclear Pastal



p=0.030=0.18p,

nice lasagna

s AT

Figure &, Configuration cbtained with the screcned Coulomb potential with 0 = 0.5, T = 120
(L1 Mel” and densities berween o = L03 Yo 0,045 i ¥



A neutron star is a type of stellar remnant that can result from the
gravitational collapse of a massive star during a Type II, Type b or
Type Ic supernova event. Such stars are composed almost entirely
of neutrons, which are subatomic particles without electrical charge
and with slightly larger mass than protons. Neutron stars are very
hot and are supported against further collapse by quantum
degeneracy pressure due to the Pauli exclusion principle. This
principle states that no two neutrons (or any other fermionic
particles) can occupy the same place and quantum state
simultaneously.

P ions, electrons

rust 1-2 km
-#— electrons, neutrons, nuclei

ﬁeutruﬁ-prﬁtnn Fermi liquid
few % electron Fermi gas
qu.ark'gluun plasma?

Cross-section of neutron star. Densities are in terms of po the safuration nuclear matter density, where
nucleons begin to touch.



Core-burning nuclear fusion stages for a 25-solar mass star

25 M3 starl®
Process Main fuel,  Main products Temperaure Density uration
(Kehin) | (g/em®)

hydrogen burning hydrogen | helium 7x10" | 10 |10 years
triple-alpha process | helium | carbon, oxygen 2,108 | 2000 |10 years
carbon burning process carbon | Ne, Na, Mg, Al 8x10° 10® |10° years
neon burning process |neon |0, Mg 16¢10° | 107 | 3years
oxygen burning process (oxygen | Si, S, Ar, Ca 18¢10° | 10" |0.3years
silicon burning process |siicon | nickel (decays into iron)| 25.10° | 10® | 5days

122



When the core's mass exceeds the Chandrasekhar limit of about 1.4 solar masses, degeneracy pressure can no longer
support it, and catastrophic collapse ensues. 1%l The outer part of the core reaches velocities of up to 70,000 km/s (23% of

the speed of light) as it collapses toward the center of the star [ The rapidly shrinking core heats up, producing
high-energy gamma rays that decompose iron nuclei into helium nuclei and free neutrons via photodisintegration. As the
core's density increases, it becomes enerqetically favorable for electrons and protons to merae via inverse beta decay,

producing neutrons and elementary particles called neutrinos. Because neutrinos rarely interact with normal matter they can
escape from the core, carrying away energy and further accelerating the collapse, which proceeds over a timescale of
milliseconds. As the core detaches from the outer layers of the star, some of these neutrinos are absorbed by the star's

outer layers, beginning the supernova exp!osinn.”g]

For Type Il supernovae, the collapse is eventually halted by short-range repulsive neutron-neutron interactions, mediated by
the strong force, as well as by degeneracy pressure of neutrons, at a density comparable to that of an atomic nucleus.

Once collapse stops, the infalling matter rebounds, producing a shock wave that propagates outward. The energy from this
shock dissociates heavy elements within the core. This reduces the energy of the shock, which can stall the explosion within

the outer 1:3{){1:-3.E1 3]
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Cuenta para el radio
x(x? +1)12(2x? = 3) +3sinh~'x
13

r= ()7 () = ()73 (10%) P10 = 0.3054

ar

SIR >> 10° — A(x)
SiR << 10° — A(x)

i

i W
?.‘C

1
It — 2%’

i
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