Cuanticos II




Condiciones periodicas de contorno

VY(x,y,z) = Y(x+a,y,z) = Y(x,y+ b,z) = Y(x,y,z+¢)

Resulta
lIJhnn(r) == ehp[f(k = l')]

conlmn=0,+1,42.+3, ...

Si uno calcula la densidad de estados para estos casos
(calcular el numero de puntos del lattice)

g(k) = Zf* ([,m,n)

l.m.n



Con f*(l,m,n) =1 si/,m,n se dan en la region y satisfacen

(!3 m*  n’ ) < k* (L)
az b* > J T mr N4 7 pie

En este caso

g(k) OV



Microcanonico cuantico, gas ideal

N2
e Z 2m
i=1.\
ﬁ: )
K=-5=(2_Vi)

Tenemos que estudiar bosones, fermiones y
boltzmanniones

Tenemos que calcular I

Los autovalores de la energia delsistema de N particulas es
la suma de los posibles valores de energia de 1 particula
(niveles)

p-

& y —
I 2m



.J'ﬁ —l

donde 7 =

un estado del sistema = {n3} conjunto de numeros de
ocupacion que deben cumpllr.

Dejando de lado el spin
bosones = n3 = 0,1,2,.

fermiones — ng = 0,1

boltzmann = n3 = 0,1,2....., pero {n3} — —=— por

| [0

A

P
distinguibilidad, pero ademas hay que tener en cuenta el
factor de buen conteo de Boltzmann.

- donde 77 tiene componentes 0, +1, £2,...



1) Sea el espectro definido por ¢, = %
1) Agrupamos niveles contiguos en celdas i
lii) cada celda i tiene g; niveles

i) cada celda ; tiene asociado un ¢;

Iv) cada celda i tiene asignado un numero de ocupacion #;

Dada una energia E

E = Zf.c«:;n; N = Z!. ni

Entonces sea Q{n;} — el numero de estados asociados a
Saq .\
is

[M = ZQ{}?;}

g i,
! 1, J




Colocamos n ;eni

Celdai R
} g, niveles @

Cada celda tiene una
Energia “tipica” g,




Bose

Q{n;} = | |w; , donde w, es elnumero de formas de
j

distribuir »; en la celdaj

Para bosones cada uno de los g; niveles de la celda i
puede tener cualesquiera numero de particulas.

una celda esta definida por dos paredes

las ¢; subceldas donde se distrbuyen »; particulas
requieren (g, — 1) paredes extra.

Entonces todas las posibles configuraciones seran las
permutaciones de n; + (¢; — 1) elementos

[ni+(gi—1)]!
nil(g;—1)!

- 11 [ni+ (@i = D!
Qﬁw.ﬁ'c?{”f} - ]:[wfl o H ”f!(g! _ l)l

!.'

; =




Fermi
como antes

Qdnip = o,
J

dado n; — n; debeser<g,, sin, =g, > w; = 1

Tengo que calcular todas las formas de seleccionar »;
niveles de g; niveles —

gi!
nil(g: —n;)!

) =

de donde

N

‘ | gi-
Q;‘&rmi{”f} = Wi = | !
Ij[ ; nl(g;—n;)!




Boltzmann

Las particulas son distinguibles

1) hay que distribuir las N particulas en las celdas, con #; en
la celda i = N!/[ [(n;!)

i) las n; se distribuyen en las g; en g}

iii) aplicamos el factor de buen conteo de Boltzmann (=)

entonces

.
Si

. H;‘!
I

C potizmann {” i } =
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Gas ideal en el GC

en el GC tenemos

2z V,T) = ) zNON.T)

N=0)

0y = L3 2%0),

N=0

o tambien

2z V,1) = Trexp[-B(H - pN) ]

Entonces planteamos el O,

Q_‘\ — E g{f?p}if Plnp

[N
Hp g
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Donde g<{n,; es la "degeneracion” del nivel {n,

&
s

(“combinatorial”)

Donde {np} es el conjunto de numeros de ocupacion de los

niveles p con

P

P

Que forma adoptan estas expresiones cuando

particularizamos para los + "tipos"” de particulas que hemos

definido?

Para los g{np}

Bose

np = 0,1,2,3,..

Boltzmann n, = 0,1,2,3,...

Fermi

ny, = 0,1
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Para los g{np}

Bose ]
Boltzmann = 4
N ]—[ ,
Hlj :
Fermi |

Donde para el caso de Boltzmann primero distribuimos en
los niveles , importando en que celda van, pero no las
permutaciones dentro de cada celda y luego
"Indistinguibilizamos”



Calculo de Q,

Debemos calcular |a funcion de particion

Q.\'(V, n _ ZG BE
I3

Sabemos que la energia se expresa en terminos de los
niveles de energia e — £ = Z;; ny€e, , donde se cumple

Zp n, = N pues el numero de particulas esta fijo.

Usando los conjuntos de numeros de ocupacion {n,} para
denotar el estado y la degeneracion de los mismos por

oln, ]
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A A
<? 4I>Recordar que no estamos sumando sobre energias sino <? d|>
pvq sobre los autoestados!!!! DVQ

OV, T) = Zé’{f?p}e B npe

"{ ”_Ir'.- }

Sabemos que g{n.} = | para Fermiy para Bose
En el caso de Boltzmann g{n.} = = ]_f

I
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Caso Boltzmann

OV T) = 3 glnyye P2

J 3
e g

reemplazando g{n.} = = resulta

N! Hp€
OV, T) = \12 L\.leﬁy
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Pero tomando en cuenta que

('

Resulta

® ® \
miutltinomial
(X1 +x24+x3+...)"= D 1'x5 >
H1+H2+...=H
o
P
N
| | |
Ov = 37 Zt’ & T[Q (V. D1
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pey Y (” 2, B _
IZ]exp( Pep) /I{} dpdnp-e "> /

mkl

V

mikl

;"\"T

7
27h

- —

y

Que es esto?

2
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Los autoestados de la particula libre en un recinto d e volumen V

5= 27
L

Entonces esto forma una red cubica en el espacio de momentos con
Un paso

2/ 27 _ h
L - V3 - /3
Que se va a0 con V a infinito
Vo3
En este limite un elemento de volumen dp  3contiene F d P puntos

Luego es posible hacer: Z N %J‘ d3 p
P

19




(lo resolvemos en el GC directamente para

Bose y Fermi obviar el problema de la condicion sobre N)

SONETESSENUS R ELD IR

)
N=Xnp

— Z_\'_{l Z_{”"} ]_[(Z'(:’ fi.s:p)ma

"'- —E”p

Se ve que:

YTz oy (e By = Y ze By Y ze By Y
~ X, (e Per)”

Para Bose tenemos n = 0,1,2,3..., luego geometrica
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Bose :
- 3V3 — =
(Z T) H | —

Para Fermin = 0,1 /

=z, V,T) = H(l + ze Pér )
p

De donde es inmediato calcular la EOS es

LV o=
T log=(z, V., T) /

Para Bose
_j] S ¥ _ =p—PeEp
/{T E 105(1 € I )
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Para Fermi -

e

PV _ - >—PEp
F—Zlog(lancf')

Necesitamos otra ecuacion para z

N = z%logZ(z, V,T)
CzZ

Para Bose

N -o Pep
1 Z | —ze Per

P

Pues....  »
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Para Bosones

23



Para Fermi

PV _ - >—PEp
F—Zlog(lancf')

Necesitamos otra ecuacion para z

N = z%logZ(z, V,T)
CzZ

\

P

Para Bose
»—Pep
IV _ Ze
Z I_ZE ﬁc‘fp /
|}I

Para Fermi

VoY e —

1 | +ze Pér

/

Si ahora calculamos la ocupacion media por nivel
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La ocupacion media por nivel :

(np) = Z Z P?pexp( PLpepnp) = B Be log=
. ep
Para Bose
-1 0 -1 0 1
<n >-———log==———I0g -
g agp ﬁ aSp Ul_ e 'ng
<n,>= -2 Flog—
[ 0, ze °
0
<n, >:—EZIog(1— ze )
P
<n. >= Pz e ™ e’
" B@A-z f”fp) 1-ze ")

—1
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Resulta entonces

Para Bose

- 1e

Z€ Pep

<H]‘ > l -— €
— e ¥

0 < —ze Per l

l _EE ]Hfal'i C‘;}fﬂ{‘lll J“)I' _ l



Resulta entonces

Fara Bose
-3 ﬁ:‘:p
_ ZE€
Z(’f ]Ir')ﬂ:‘:r. l .
0 < — = — —=Debe cumplirse —>
l — e ﬁhp G’H""'" i) l
O<efleriw_]1=1<elort) =0<(ep—pu) =ep>u=

para el fundamental ¢, = 0 = 0 > u de otra forma el
fundamental tendria poblacion negativa

ademassiu=0paraeg, = 0= (n,) = o

O=u BOSE 27




Para Fermi

~n—PEp
_ Z€
1p) = | + ze Pér

Vemos que en este caso  0<<n ><1

De donde 0 <(—Zer 1 )< 1
] 4+ ze pey 1+€ﬁ[£fp u)

0<1< 1+l W

se cumple para todo u FERMI cualesquiera p

exp(x)




Gas Ideal de Fermi (V — o)

Si todos los terminos de la suma son finitos podemos pasar
a Integral, entonces

P _ 4r - 2 _ ﬁf_{)
= == dpp-logl | + ze P
kT h” Yo Pt E( y
E = 4—” _d;_?;_:r“ 1
Gt | +z 1P

Sea ( 4 )Ti'p = x:dx = d;;r( — )L ~entonces

2m I

P 4 ’. 2 1l » /.
= Ixx-log{ ] +ze ™ = —7 5z
dxx?log(1 +ze ™) A'ﬁji( )

KT 3w Iu

y del migmo modo
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v = 53/3@

con A = szh“/mkr

veamos un cachito...
il 4 O 5 7 e - _'l,':
iz = | declog(iitzen)

o

AJ -ffh".h*[[? +ze " — %I“’fgf x4 PR S ]

Integramos fermino a fermino

J ~
A i)
L 7l ] |
como dxx<e™® = ——.,/ﬁ
Y0 4 o

e (11
Resulta L _ LZ( 1); z

Entonces la energia sera:
30



La energia

Uz,

T) = %Zzﬁ Z (Zpepnp) exp(—=LLpepny) =

N=0 np: Tap=N
- - r ) }[l (E)

~ OB kT OB A

pero —- =

UzI) 3

Yy T2

N\

3
2

3 -3/2

P om2pim| ¥ 1,,,(2)

~_
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Gas de Bose

Atencion!, el estado fundamental puede traer problemas.

ey

<np> ) 1—Zeze_ﬁep

1
7™ -1
1
Bley) _q Hpose <0

€

= s & =0con 4=0..
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5

ncion!. el estado fundamental puede traer problemas.
— lo sacamos de la suma y llevamos el resto a la integral

PV _ s
T = —Zlo‘g(l ze Pé

."\‘I.r . ZE JHE:Ij
l Z | —ze Pev

P

luego

N

Lo AT (7 o teol 1 — ze P2 Y — L oo(] —
T 5 ), dpp 105(1 ze ) 7 log(1 —z)

ademas




| _ 4m (7 ;.- | 1z
L & I{}dpp N 7

_||':'

=

~1 +z7'ePs

Lo cual puede ser reescrito siguiendo metodo usado para
el gas de Fermi

L _ 1,2 — Lioo(] -
kT ;L_:; gT(Z) VlOE(l Z)

11y, Lz
v = 5830+ T3

W )

congs(z) =3 = g:(2) = 2525 (2)

! s
| {no)

(no) = = + = %g;(z) + ——|este ultimo termino tendra

relevancia en el limite V— « si...
como antes
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o pr _ -0 5830

0B kT

Uz, T) = 5—glog5 _
o1 _ 3kT 83
Uz D EVE

B 1

V=
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Acerca de los numeros de
ocupacion
Estudiamos laocupacion media de una dado nivel

Di"'!l""-l"!. Dﬁt‘iﬁ

Para Bose

ze PP |
Np) = — = —
1 ) ePlepi)_|

£-U
KT 36



Para Fermi

(np) =

ePlep-1ig

1/2

£- U
KT
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Recordemos que para Boltzmann /

Ademas

Oy = [0V, 1]

— —Pe ~ M 3/2
(V. T) = ZC Pe ~ 3 (2m) I

Q0

e ;’3(—EI.-"2' de
0

Iﬂ' e Mx12dx es del tipo jﬂ' e xldy siy = x1?

dy = ——dx =

1/2

Yo
X

2vdy = dx =

2f, e ydy = 3T "

Jr

2(kT) 32
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O0,(V.T) = 2EL (21n)32 ﬁ _ VCrmkD)*
h° 2(kT) 32 13
Como 7 = 1*/(2mmkT)?
Resulta
O\(V.T) = VIA?
0 = | 1.
S - 2200 B L - (e
o 0
Ademas

_ I 1 o= _ 1 f clog=
(1e) = =(z V. 1) [ f ( de )] B ( e )

Entonces con log= = z)_e¢ 7 resulta (n.) = ze /¢ = /we
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Para Boltzmann

40



Todo junto —

/

ILZ.‘ Izs 375 3 (‘9—#j
: KT

la diferencia entre las estadisticas cuanticas y la clasica se

hace imperceptible cuando e’“r ) > |

En este caso se deduce que 1 Fermi <n > _ 1

para todos los casos vale que Pl e g
1
< Bose <np> = Pt _q
<n > <<]
P 1
\ Bolzmann <np> _e—'g(ep—_ﬁ
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Por otro lado

Como sabemos que cuanto mayor es T, mejor es la aproximacion clasica =

Tomando en cuenta los boltzmanniones :

efez> ]l >zl meimT <l =>u<0y|u>1

como 0 > u para Bose
y para Fermi no habia restriccion — es consistente.
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