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Recordemos

Condiciones periodicas de contorno

Yix,y.z}) = Yix+a,y,z}) = Yix.y+ b.z) = ¥(x;y.z+¢c)

Resulta
‘Vima(r) = explilk +r)]

gl b £q£)

g Bie

conlmn= 011 +2 43 .

Si uno calcula la densidad de estados para estos casos
(calcular el numero de puntos del lattice)

g(k) = Z,f“(!.m,ﬁ)

f.mi



Con f*(/,m,n) = 1 sl /,m.n se dan en la region y satisfacen

. . . .
[2 m~ ) < K (%)
a- b= c¢- - phe

En este caso

g(k)e<V



Gas ideal en el GC

en el GC tenemos
2V, 1) = ) z¥onF.T)

A=)

(0) =+ 320,

A=)

o tambien

2 V. 1) = Trexp[-p(A - uN) ]

Entonces planteamos el O,

O = D g{npettin

i
s




Donde g{n, } es la "degeneracion"” del nivel {n,} (‘combinatorial’)
Donde {np } es el conjunto de numeros de ocupacion de los

niveles p con
"'{JF?[] } = Z Eljf?" y f"r'. = Z.”"
P U

Que forma adoptan estas expresiones cuando
particularizamos para los + "tipos" de particulas gue hemos
definido?

Bose e = 0,1,2,3...
Boltzmann n, = 0,1,2,3,...
Fermi np = 0,1

Para los ginp;
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Para los g4n,

Base I
- o A
Boltzmanin 5 |: H r j|
||'|'|:|-
Fermi |

Donde para el caso de Boltzmann primero distribuimos en
los niveles , importando en gue celda van, pero no las
permutaciones dentro de cada celda y luego
"Indistinguibilizamos”



(lo resolvemos en el GC directamente para

Bose y Ferml obviar el problema de la condicion sobre N)

w— B ;{Z Epity
:{zal'v‘{}zzﬁtﬂ ‘I() (I fj Z"'-':]' ' Zﬁ'p.n
V=21
= E,h 0 Z'.”p? l_l(ft? H,--F}Jm

N=Eitp

Se ve que:

= ZZ o 0) ¥ (ze fley } “] = ZE:"? ,n'l’;.';,}-'-'-:l Z{___ﬂ, ey )’-’I Z
= | |ZH{:€ Pew )’

Para Bose tenemos » = 0,1,2.3... , luego geometrica



Bose :

2z, V,T) =

l—[ | — & e
r. Pa
Para Fermin = 0.1
2z, V, + ze P )

7= ¢
p

De donde es inmediato calcular la EOS es

= log=E(z, V., T) ,z’ﬁf;

Para Bose

Pl A
kT

—:E:Ing(l-—:v Pw)




Para Fermi e

Necesitamos otra ecuacion para :
V=zlogZ(z V,T)
Para Bose
( Para Bosones

d 1
N=z—log| | —————
dz l:[l—:e %e

Z ¢ Pep :—:i_z_log[l—:e‘ﬁff)
| —ze Pep J: P
P

. d _pe
=—z> —logll—ze ™7

L —e P g -e e
- _-§ |l— ze 7r i_ % il— ze Pr :

=
I




Para Fermi

E o ¥ — g
= D log(l +ze Fov)

Necesitamos otra ecuacion para z

N=z%logE(V,T)

iy

OZ
Para Bose
N = Z ze Ve pot=
| | —ze Pe
P
Para Fermi //
N = Z zevee |
- | +ze P

Si ahora calculamos la ocupacion media por nivel
10



La ocupacion media por nivel :

{i.',"} s % Z_T-l"' Z F?l,ﬂ?‘ip[_ﬁEpHp”p) =T

V=0

Para Bose

Hpt Zitp=A

p oe, p de, -
-1 0 1
log

B de 2 o
i 4

: Zlﬂg(l—:e £)
B oe,
1 - —e P

B B log =
1
11— :f?_&'”



Gas de Bose

1)
~o—PEp
_ el <
<}?p> o l e JH‘{:I"
0 { = ﬁ:‘:lj _ l
T ]l =z Pep Eﬁ{::l, i) _ ]

O<eflrm_]1=1<elor) = 0<(ep—pu) = ep>u=

para el fundamental |u,, = 0 — 0 > ulde otra forma el
fundamental tendria poblacion negativa

N — ze Vo

p




Separamos explicitamente el termino de poblacion del fundamental

2)
L — 4z [ dppriog(1 -z 75 ) < L1og(1 - )
ademas
}; = 4z JA-a’ppE l — + l; =
h> Jo ol h Vl-z

Lo cual puede ser reescrito siguiendo metodo usado para
el gas de Fermi

Tl

I 1 {r_(:)—ll()g(l -
25 V
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Tenemos <np>: 1 :><no>: 1 — 1 -_Z

eﬂ(ep—ﬂ)_l efl-n) _q é—l — 7
/
con L: 47{ of | — ﬁi _L (] — 7
T In(é”’lo (l (//;?//j;ﬁﬁfl) %
pero. N =2 7= Mo g 7-q- Mo 1
1-2z N, +1 No+1 Ny+1

1 1 1
——logl-2) - —log(N,+1) =—Iog(N, +1
v gd-2) v g(N, +1) N d(N, +1)

0

2
Resulta entonces que este termino se va a O con Ny - o

0 Sea que no es necesario... (gracias al log)

1 _4n 1 | .~ Esteno

v o3 C/PP - T v _ Sigue siendo
h” 1+ztfm importante
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12—4_?3-‘( 21oo ‘—ruﬁ% —if‘{l':—r
T 3 J.u dpp E{J,___(l 7e " on ) T log(1 — z)

ademas
L "I*I‘TI /i

Jr: o~ ] F}
dpp-
0 - i/ el 5

K h’

Lo cual puede ser reescrito gsiguiendo metodo usado para
el gas de Fermi

L o_ 1, - Lioe(1 -
T~ 738+ — g log(l - 2)
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con

l . (- |
V &_’; éT(‘)—l_ L,f

| —z

gz =3,

-
s
—

jf'T

g1(2) = z£g5(2)

Entonces

(no) = 7= + =

5812+

{no)

7

aste ultimo termino tendra

relevancia en el limite V— =« siI...
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Para la energia

o pr _ —0 830
op kT — op A

Uz, T) = ;g log= =

o1 3kT 839
L(éan iV — k2 ;{3

| —

Propiedades de la g ()

Z
gg(z) — 3
2 | -1 |§

z=e¥

Con U<0= 0<z<1



Para Bose 0 < z < 1 (1=0)
(recordemos que para Fermi se cumple 0 < z < «)

Sl z es pequeno

\ g2(2) =z+ 5+ 55 +...
> Paraz = |

ga(l)=24(1)=2.612(yla derivada@
] N




Z
93/2(2) =Z+ 5312 + 3312
2
. _ Z Z
J 32 (2) =1 12 + QL2
, _ 1 1 w1
J 32 D=1+ L2 + QL2 t.= lem
pero
21
— =00
n=1 I
COMmMo
1 1
i i
n- nY2
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Siz es pequeno

g1(z) =z+ S5+

- g
2 3

Paraz = 1
g:(1) =¢(1) = 2.612 (y la derivada diverge)

De donde es claro que si erroneamente hubiesemos
asumido que 4= = g2 (z) no podriamos superar

L. = 2612
Podemos escri‘tN

21



Tomando en cuenta el termino de poblacion del fundamental

AT =ga(z) + j}/; (no)
de donde
3 (M R
A < > = A _ g:(2)
Entonces cuando 4 > g%(l) ~  se debe cumplir
(n }> Esto es lo que nos salva,
V pues de ofra forma....

como V' — oo = (ng) — oo — una fraccion macroscopica
ocupa el nivel con p = 0, esto se llama condensacion de
Bose-Einstein

Tomar' en cuenta que estamos considerando la poblacion de un

22
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Cuidado con la notacion!

exp(a)=1/z = a=log(1/z)

O< z< 1=
0L o o
Fil,a) =177a% =146 +0.208«

Fif,a) =—35a) +2.61 +146a
F(5/2, a)=236a! +1.34 —2.6la

Fic, 2, The Bose-Ein-

stein integral  functions
Fih,  a), % o), and
Fi5/2, a) for the range
0 Lo ﬂ 1.

—0,0128a2,
—0.104a?  40.0042547,
—0.730a* +0.0347o%.

Note on the Bose-Einstein Integral Functions*

Jouw E. RorineoN
Chemisiry Department, Duke University, Durkom, North Caroling
{Received June 18, 1051)



Vemos que pasa con los niveles de energia con
p+0

Por ejemplo:
<= _ | | < ] |

I Vo Lexp(Be))-1 — F exp(fer)-1 [O<z<1]

Dejamos de lado el fundamental =

COMoO 2me; = (Znh)“% . con /; el la suma de los

2rh
cuadrados de eneteros no todos 0 , pues p = — —

Entonces desarrollando en seriecon /; = 1

<m> - 1 _2m)=- 2mp 13

o (E;r:h):f;' B (th):ﬁ

. ex (x)~1+x+1x2+
— 0s1) — o« P 2"

Las poblaciones parciales de los niveles distintos del fund. son muy diluidas
Luego es apropiado hablar del condensado por un lado y “el resto” por dtro



La condicion ’1— > g1 (1) define una region en el diagrama

de fases P—v — T,en_esta region podemos pensar en la
coexistencia de dos fluidos (p=0y p # 0)

De esta forma, si fiamos v , podemos definir una

temperatura critica 7. ——— A’
P v =03,

como A = Jz:rrh“fka —

A = [JEHF}V}H!{TU :| = vgs(1)

luego 1] es del orden del volumen especifico  (g3/,(1) 2)
entonces

26



(U8 L .
> h 2 ° (Zm)3/2 Vg3, (D)
7T 3/2
_ 2m 1
kT, = 2 —( 3) Vg3, @) = 312
m(vgs(1))3s h (kT,)
del mismo modo para una dada 7 existe un v, = —-

gi(l)

=

— el fenomeno de aparicion de |la fase macroscopica en
P=0ocurrecuando 7’ < 7T.0v < v,

Podemos expresar la coexistencia de fases como:
1) una fase normal consistente en (+ = o:(1))

AT 1 QamkT)3? —arr T N\32 .
N. =1 —~ gt( ) =A (I_) (o sea que g3/, describe la parte normal)

1) una fase condensada compuesta por

No = N—-N,= N(1 - (5-)"*) | acumuladas en p = 0 7




No = N-N.= N(1 - (%_)3-’3) ,acumuladasenp=0

(expresado como diferencia)

Para encontrar z en funcion de 7'y v resolvemos
numericamente

1 _ 1. 1
V _ /13 }53.-_-(2)_{_ V* l

Z

— Z

Si V' es grande pero finito podemos usar el grafico
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0.4

0.5
(2.612)2
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En el limite V' — o« resulta

z=1 ~— L >g:()

raiz de *+ = g%(z)*’ﬁ—f < g%(l)




Diagrama P-T del gas de Bose

Estudiamos |la variacion de P con 7 a v cte.

P |
T 3852 (2)
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N\ ¥

/-SiT«i T [=>2z=1]

P(T) =

gw(l)

como 1° « 7% = P(T) « T°? y ademas independiente de V

= P(T) tiendeaOcon T -0

-S1 7'= T, (punto de transicion) \

P(T.) = ( o )(/{T )3 g5a(1)

/2

2/3
reemplazando 7. = ””‘( . )

2k

——

\

P(T.) (ikr ) f—"“’”(l ~ 0.5

pues gs(1) = 1.34
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3/2 Zﬂ'n 3/2
2 ) (ch)5/2g5/2(1):ch( h2 j (ch)3/295/2(1)

o
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-l < T

[=>2z=1]

=

KL gsn(1)
A

comod o - — Pl o T

y ademas independiente de V

Tiende aOcon T -0

-SI T'= T. (punto de transicion)

;?ﬁ?f

)(M) gsn(1)

reemplazando 7. = ,J.m,

(

)

P(Tt) —

)

3/2

,}

(1)

pues gs5o(1) = 1.34
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resulta entonces que a la temperatura critica la presion del

gas de Bose es aprox. la mi’r‘a\d que el de Boltzmann.

N

/-Si 7> T.

P(T) \ krc{'w"j(z)
32(2)

y esto es |lo mas simple que podemos escribir
perosi 7> T.
z Sera pequeno
Ny despreciable frente a N —
proponemos una expansion del virial

35



wT =2 @ ( v )

Como sabemos tambien que

P _ 1,
f’{'T — ;1.3 cgwi‘u()

N _N-No 1 _ .
I I BFE g312(2)

Resulta de las dos ultimas que

P . (ﬂ." )'ﬂ | ~ g5n(2)
NkT 231(2)

de donde usando las expansiones de ¢.(z)



Obtenemos

Z4 = e = [z+%
i 3-/4 2 i
T afe
7> 7 7°
Z+—— _+ =| z+
25/2 35/2 23/2

2 3 2 3 2
* + 7+ z + z + |+ 7+ z z + +
a1 a2 23/2 33/2 a3 23/2 33/2

Z= 79,

Z° Z°

_ 2
25/2 =7 A 23/2
3 3 3
A 3 Z
35/2 = 37 2a2 23/2 33/2 3



/=
28, =|a, =1
2
25/2:a222+ 2—2
1 a123/2:>
_ 1
4+
5512 A 23/2:>a'2: S
25/2 23/2
3
W:a\gf+ z 3
1 a223/2+a1%:>
@:%W(;z‘ 1] ot
; 2312 | 5312 +W:>
@_( 1 1 2 :
25/2_ j -
23/2 23/2 33/2 =
38




Los valores resultantes son (comparar con Fermi)

a, = |
a» = —0.17678
as; = —0.00330

Luego cuando 7 se hace muy grande se converge al limite
clasico.

3 6
PV 1-017678" - 0.0033/]—2...
NKT V V
=, 1 [2m? " 1 [2m? T
—=1-0.17678— -0.0033—
NKT VT mk VT mk
1 Nk[2m2 1" 1
PV = NKT -0.17678-=- -0.0033=]..
\ T Vv | mk \ T

\ N



Entonces para el gas de Bose la presion es menor que
la del gas ideal y converge al mismo para 7'> 7.

Conocido P U= 9 1nz|=kr2 i(ﬂ)
op T \ KT

C, _ 1(auj
Nk Nk 0T ),

&l
(_i T iin_"-‘ d e o .l

4T B T hE =
\

‘ Cv o g
@seadue = o

. 51

Sl p 5 R
eg) =0
Vk - 4 o3 = 1 892y - ||

L4 )
\ )



Recordemos que :

T <T,

P(T) = ye 9s2(D

U(T)=KT 2\/95’2(1)6—

KT

/]3

TZ a T3/2 DT5/2 :>(:V DTS/Z D A

oT

1

41




Entonces para el gas de Bose la presion es menor que

la del gas ideal y converge al mismo para 7' 7.

Conocido P U=- 0 n=|=kT? i(ﬂj
s g\
@ (auj

SiT<T.

S 3V, =Ly 15, )%

IV;( o 2 j\réSH(l)dT(Ag) 4 é‘u(l) ;1‘3 \
0 sea que [ x 1 Tores2 1]
SiT=T. A oT 24

)15 gsp(l)
NE T 4 ) 1.925 > 1.5

\ :




Si7T>T.

0 __6A3__3

a__l_gs/z_a_.rv_ Egslz

ademas

0 _ 0z 0 _o0z1 30y, _0z1

i = = - —
oT 932 T 3T 92932 = 3T 7 92 2T g,, OT z

0, _ozo 0zl _ 34
oT =% 9T a9z % oT z > 2T gy,

entonces

i[ET @j - 392 +§T 03207 952 — 95,207 9312
0T\2 Q3,) 203, 2 9212

d [ET gS/ZJ :§ Os2 _ 9 Gap +9M|:E’ Os2 9 03

0T\2 d3,) 205, 4095, 493/2| 4 9z, 40y,




SIT>T.

Esto resulta

Enz = 1 el segundo termino se anula y encontramos que
C, es continuo.

SIT>T,

15 &5n(2) 9 g3nff)

Nk ~

4 gin(z) 4 gin(2)

Gy _
Nk

> (7 (%))

usando el desarrollo del virial




<y _ 3
Nk 2
=1
entonces
C,
Nk

_ 3 04 A3
- 3 (1+0.08844- +.)

0 sea que converge uniformemente al limite clasico
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Limite cldsico

1.925 |- 5 /
15

e ————— — — e ———————————————— —— — —

(C, INK) —>
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0.8

0.6

0.4

0.5
(2.612)2
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0 0/13 3

a—.l.gs/z G—T v 93/2
Pero también
o0 _ 0z 0 _0z1 3 0y,_0z1

—Qapy S —— Oy =—— 0, =
oT 992 7 3T 9z 932 = g1 7 92 2T g, 0T z

ig azag 621g 3 03,
oT °%% 9T oz oT z 7% 2T g,,

Entonces

0{31' gS/Zj 395/2 3 03207952 ~ 95207 U3/
0T 2 g, 2 O3, 2 93/2
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0 {3 95/2j 305, 90, +> 90s,
0T (2 g,, 2 Js/2 4 Juz 4 93



