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Aclaraciones previas

El objetivo de la fisica estadistica del equilibrio es determinar las propiedades termodinamicas de
sistemas macroscépicos en equilibrio a partir de sus propiedades microscépicas. Un camino para conseguirlo
es la teoria de conjuntos estadisticos desarrollada por Gibbs en 1902, en la cual se trabaja sobre un
numero muy grande de copias del sistema -conjunto estadistico-, cada una de ellas en uno cualquiera
de los muchos microestados accesibles que son compatibles con el macroestado (medible) del sistema.
Las propiedades termodindmicas (de equilibrio) se obtienen como promedios sobre los posibles estados
microscopicos representados en el conjunto.

Apliquemos esta teoria en la resolucion de dos problemas que a lo lejos parecen bastante similares pero

que al observar algo mas detenidamente presentan algunas diferencias.

Guia 3, problema 6 (Primer cuatrimestre de 2021)?

Considere una cadena lineal formada por N eslabones distinguibles, que vamos a interpretar como un
modelo microscépico de un resorte. Cada eslabon puede tener dos energias, 0 y €, y para cada una de estas
energias hay dos estados posibles de longitud, A o B, que corresponden a que el eslabén tenga longitud a
o b, respectivamente. El resorte se encuentra en equilibrio a temperatura 7' y tensién f

(a) Calcule la energia interna, E, y la longitud, L, del resorte como funciones de T', f y N (i) en el
ensamble microcanénico, (ii) en el ensamble candnico, y (iii) en el ensamble isobérico.

(b) Pruebe que, para tensiones pequenas, se satisface la ley de Hooke,
f(T7L7N) = "i(Tv N) [L - LU(N)]u

y obtenga el valor de la constante restauradora «(7, N) y de la longitud natural Lo(N).

Resolucion

Algunos comentarios preliminares.
La primera ley estd referida a las cantidades medias o macroscépicas -energia interna U =< E >,
longitud media < L >, etc.

En este sistema podemos escribirla de forma diferencial como:

La autoria est4 explicita por cualquier comentario y/o consulta que pueda surgir.
2Enunciado levemente variado respecto al de la gufa de problemas.



dU =6Q + W =T7TdS+fd<L>4+pud<N > (1)
Trabajo externo
Por supuesto a lo largo del problema la contribuciéon del trabajo quimico nula, pues N = cte.
Comencemos escribiendo el nimero de particulas N, la longitud L y la energia E de una posible

configuracion de la cadena:

N=Ny+Ng=N,+N— N, (2)
L =Nya+ Ngb= Ny(a—0>b)+ Nb=AlNs+ Nb, (3)
E =N+ (1 —N.)0 = Nee, (4)
—_——
No

donde N4 es el nimero de eslabones en la cadena del tipo A -longitud a-, Ng es niimero de eslabones del
tipo B -longitud b-, N, son los eslabones con energia ¢ y Ny = N — N, con energia nula. La condiciéon de
vinculo para el nimero de particulas se utilizé en (3) . Notamos que la energia y la longitud de la
cadena son independientes; no hay relacion alguna entre ellas porque cualquiera de los eslabones, ya
sea del tipo A o el tipo B puede tener energia e o energia cero, por lo que el estado completo de una
disposicion microscépica se determina a partir de Ny y N,.

Resolvamos ahora ambos items en simultaneo.

(a) En el conjunto microcanénico E, L y N estan fijas, lo que significa que £ =< E >= U,
L =< L >y N =< N >. En este caso el estado macroscopico del sistema estd determinado por la
cantidad N4 de unidades en el estado A y por el nimero de eslabones N, con energia e. Ahora bien, hay
un gran nimero de estados microscopicos que son compatibles con un estado macroscoépico

(E,L) dado. Este ntimero se conoce como funcién de particién microcandnica.

La funcién de particion microcanoénica y la termodinamica

En el conjunto (o ensamble) microcanénico, la funciéon de particién €2 se define como el ntmero
de microestados accesibles al sistema, es decir el nimero de aquellos estados microscopicos que son
compatibles con un macroestado dado.

Una vez calculada la degeneracién microcanonica, la conexion con la termodinamica la establece el

postulado fundamental de la mecanica estadistica del equilibrio:
S =kgin(Q), (5)

donde kg es la constante de Boltzmann.




El problema objetivo en este conjunto estadistico se reduce a computar el nimero de microestados
(asociados a un dado estado de energia E y longitud L).
Aqui cada componente del sistema esta caracterizada su longitud y energia. Consideremos por ejemplo

la siguiente configuracion de N particulas (asociada a dados valores de energia E y de longitud L):

Particula 1 2 3 N
~ = N ~
Ae ; Bye; A0; ... B,0. (6)
N

Como la longitud y la energia de cada eslabén son independientes, podemos reescribir la configuracion

de la siguiente forma:

Particula 1 2 3 N
= ~~~ ~= =
A ; B; A; B ; 0 ... 0. (7)

I

Imaginemos que la configuracién (7) estd formada por dos palabras de N letras: una compuesta sélo por
las letras A y B, y otra por las letras 0 y € (jextratnio alfabeto!). Entonces, ;cudntas disposiciones de este
tipo podemos armar? Simplemente el nimero de anagramas que se pueden hacer con la primera palabra

multiplicado por el niimero que se pueden formar con la segunda, esto es:

Nl NI N N N N
Q= — = =g(E)g(L),  (8)
Nal Npl NINol o Nal (N = Nl NI (N = o) Ny N,

Longitud L Energia E

donde g(F) y g(N) son las degeneraciones en la energia y en la longitud, respectivamente.

A esta misma férmula podriamos haber llegado pensando de otra forma. Como el macroestado esta
caracterizado por N4 y N, nos podriamos preguntar por el nimero de subconjuntos o combinaciones de
N4 elementos que pueden formarse a partir de un conjunto de N y por la cantidad de subconjuntos de
N, elementos que se pueden formar con N. Esos niimeros son precisamente los niimeros combinatorios
( ]]\j ) y ( ]]\\; ) ,respectivamente, y multiplicados dan las posibles configuraciones totales del sistema.

A

La conexion con la termodinamica surge del postulado fundamental:

——— T .

Queremos calcular E y L en funcién de T, f y N. Estas magnitudes deben introducirse pues las variables

€

naturales de la entropia son la energia, la longitud y el nimero de particulas. Se podria trabajar sobre
(2), (3) y (4) para llevar la expresion de la entropia a una ecuacién fundamental calcular la tensién y
temperatura a partir de la primera ley, pero este es un camino engorroso. Es mas conveniente introducir

las variables N4 v N, por la regla de la cadena.

*Energia:



T~ ON. OE ?E)’E@Ne

ALY 0

T ON,
Para continuar debemos utilizar la férmula de Stirling para aproximar el logaritmo del factorial de un

<8S> 1 0S ON, 108
N,L

numero:

Aproximacion de Stirling (una de sus versiones)

Una relacién muy 1util y de uso comin en la evaluacion de factoriales de grandes nimeros es la

aproximacion de Stirling. Aplicada al logaritmo de un factorial, ella nos da:

In(n!)~niln(n) —n+lin (\/27rn) : (11)

Normalmente se suele despreciar el ultimo término, de modo que otra aproximaciéon que funciona y

que comunmente utilizaremos es:

In(n!) = nlin(n) —n. (12)

Estimemos el error relativo de utilizar la segunda férmula para, por ejemplo, n = 15. Un calculo
directo arroja In(15!) ~ 27,899, pero si hacemos el célculo por la segunda aproximacién In(15!) ~
151n (15) — 15 = 25,620 y el error relativo es (aproximadamente) del 8 %.

iLa aproximacion funciona bastante bien! De hecho cuando n = 100, el error relativo es menor al

1 %.

Reemplazando la aproximacion de Stirling en el calculo de la derivada, se obtiene:

€ _gen [NIn(N) =X — N n(N) + ¥, — (N =N, In(N — N)+ N—~N] =  (13)
kT ON.,
N — N, N
i (U525) = e s

Notamos que los términos lineales se cancelaron.

*Longitud:
Si definimos la cantidad Al = a — b, siguiendo el mismo procedimiento que para calcular la energia

podemos obtener:



(as) f 89S ON, 1 0S
N,L

oL T ONs OL _ AlON,
N — Ny a+be BIAl

(ii) En el ensamble candnico estén fijos la temperatura, la longitud y el nimero de particulas del
sistema. En este conjunto la energia tiene la posibilidad de fluctuar por transferencia de calor desde un

reservorio térmico.

La funcién de particiéon canénica y la conexion con la termodinamica

La funcién de particion se puede calcular en sistemas discretos sumando sobre s, estados compatibles

con los vinculos, de la siguiente forma®:

Zo = Z e PEs (16)

s (Ly N fijos)

El valor medio de la energia se calcula derivando por su multiplicador de Lagrange asociado:

U=<FE>=—_—, 17

o (17)

el nexo con la termodinamica esta dado por la energia libre de Helmholtz, el potencial termodinamico
asociado a la colectividad canénica (que tiene como variables naturales la temperatura, la longitud

y el niimero de particulas):

F = —kT In(Zc). (18)

?El simbolo Z para la funcién de particion proviene del aleman Zustandssumme que significa “suma de estados”.

En este caso debemos hacer una suma sobre estados de longitud constante. Este vinculo en la longitud
implica que los eslabones no son independientes entre si.

Para calcular la suma de estados (16) una posibilidad es descomponer explicitamente en estados indi-
viduales, como habran hecho en otros ejercicios y lo haremos después en el conjunto isotérmico isobarico;
otra es sumar sobre microestados de una dada energia. Si lo hacemos del tltimo modo debemos anteponer
un factor de degeneraciéon energética que no es otra cosa mas que la funcion de particion microcandénica que
ya calculamos antes. La tnica libertad que tenemos aqui es la de variar la energia F de los microestados,

por lo cual:



N N N!
_ —BEs __ -BE __ —BNce _ﬁ(N_Ne)O _
Zo=D e =0 gl)g(E) e Q( )NZ AT A A —(

— N Z

N ) {14—6_[35]]\[,
Ny
(19)
donde hemos usado el teorema del binomio.
Notar que la funcion de particién no es la factorizacion de funciones de particion de un

componente porque los eslabones no son independientes entre si debido al vinculo en la longitud.

*Energia interna:

La energia interna puede obtenerse mediante:

:_8ln(ZC)_ Ne : (20)

U=<E> =
op 1 4 efe

*Longitud:
La tensién se introduce mediante la conexién con la termodinamica dada por la energia libre de
Helmbholtz:

F = —kTn(Zc) 21)
dF =d(U—-TS)=-SdI'+ fdL+ pdN = (22)

_(9F _ dln(Z¢) ONy L atbe A
f= (%)M =M (am)m< oL >T,N = | L=N A | (23)

Esta tultima expresion es completamente analoga a la obtenida bajo el conjunto microcanénico. Efec-
tivamente notamos que trabajar en el cafonico o en el microcandnico es igual (en este caso), aunque las
cuentas pueden ser més ficiles de hacer en un ensamble o en el otro®

(iii) El conjunto isotérmico-isobarico esta formado por copias del sistema que cumplen el requisito
de poder intercambiar energia con el reservorio térmico, variar sus longitudes y que el niimero de particulas
en ellas sea constante. En él se trabaja entonces a niimero de particulas, temperatura y tension
constantes.

Hay dos caminos para calcular la funcion de particion Z;;. Uno es explotar lo que encontramos en los

Na N,

N N
incisos anteriores al notar que el niimero de estados con una dada longitud y energia, {2 = ( ) ( ) ,
depende sélo de el nimero de componentes en el estado A y del nimero de eslabones con energia €, para

3Los ensambles estadisticos son equivalentes en el limite termodindmico, i.e. cuando N — oo, V — oo y n/V = cte, lo
que significa que las fluctuaciones de las magnitudes en torno a su valor medio son despreciables. jPero esto sigue valiendo
en una transiciéon de fase?.



escribir?

Zip = Ze_ﬁ(Es—fLs) =3 ( N ) ( N ) o~ BE o—BIL
z B \ Na

S NE
\:/-/ ZZ ( ) ( N ) efﬁﬁNe eﬂf(aNAer(N*NA)) (24)
(3),(4) Na Ne Ne
—8\N T Bfa o oY Bfa | Bfb | —Ble—fa)  —Ble—fb)]N
Zi = [14—6 } [e +e } :[e + e+ e +e } . (25)

El otro es hacer explicitamente la suma sobre estados. Como los componentes del sistema son independientes
(pues E'y L no estan fijas): E; = Es, + ... + Es,y Ls = Ls, + ... + Ls,,, donde E, y L, son los estados de

energia y longitud de la componente i-ésima de la cadena. Asi:

Zi = Ze—ﬁ(Es—fLs): 3 o B(Bsy—fLsy)  o=B(Esy—fLay)

815--3SN

Z[] = HZG_B fLS (26)

=1 i
donde s; son los posibles estados que puede tomar un componente del sistema: s; = {(0,a); (0,b); (¢,a); (¢, b)}.
Luego:

Zip = [M1% 4 P 4 e Pt 4 e—ﬁ(e—fb)}N

de la misma forma que antes. Notamos en este caso que la funcién de particion se factoriza en
funciones de particiéon de un elemento. Este es un resultado general para sistemas constituido por

partes no interactuantes.

La funcién de particion de un sistema formado por N partes independientes se factoriza; es el producto
de la funcién de particiéon de cada una:

N
:HZZ

i=1

Si bien podriamos establecer la conexién con la termodinamica por medio del potencial asociado a la

colectividad isotérmina-isobarica, la energia libre de Gibbs,

dG =d(U-TS—f<L>)=-SdT— < L > df + pdN, (28)

es mas sencillo hallar los valores medios de la energia y de la longitud derivando respecto de los multi-

plicadores de Lagrange o parametros intensivos correspondientes 3 y S f, respectivamente, manteniendo

4En un sistema hidrostatico no aparecen la tensién f y la longitud L sino —p y V/, respectivamente.



constante el parametro por el que no estamos derivando.

*Energia interna:

A
v=- (alna(n)> (29)
B Bf.N
In(Zi) = Nin [1 + e‘ﬁe} + Nin [eﬁfa + eﬁfb} (30)
(25)
Ne
T 1 e 1
v 1+ efe (31)
*Longitud media:
In(Z Bfa 4 peBfb
L :(aén(n)> x:/N%- (32)
(Bf) B8,N (25) € + (&

Las expresiones calculadas utilizando cualesquiera de los tres conjuntos estadisticos coinciden.

(b) Lleguemos ahora una expresién para la constante elastica considerando pequenos apartamientos

desde la posicién de equilibrio. Para ello reescribimos la longitud media del sistema de la forma:

a—>b
<L>=N lb+1+€ﬁfm]’ (33)

y la linealizamos suponiendo que la tension es pequena (3|f(a — b)| << 1), quedando as:

a—2b 2 a—2>b a—>b
A=t R e e ) |
f(T,L,N)zN(%Tb)Q L—N(a;b) (34)
.
K(T,N) Lo(N)

Guia 3, problema 5 (Primer cuatrimestre de 2019)

Una cadena lineal estd compuesta por N unidades, formando una macromolécula elastica. Cada unidad
puede estar en dos estados, A o B. La longitud del estado A es a y la del B es b, y las energias son
respectivamente E, y Ep.

(a) ;Cual es la forma que toma el primer principio para este sistema? Notar que la energia y la longitud

no pueden variarse independientemente.



(b) Encontrar los valores medios de la energia y de la longitud en funcién de la temperatura y de la
tensién sobre la cadena: (i) en el ensamble microcanénico, (ii) en el ensamble canénico, (iii) en el ensamble
isobarico. Ademas, calcular la constante elastica; es decir, la constante de proporcionalidad entre la tension

y la deformacién para pequenas deformaciones.

Resolucion

No voy a explayarme demasiado en este ejercicio. Mi intencién es que noten las diferencias con el
problema anterior y también aprovechar para hacer algunos comentarios de caracter general que pasé por
alto antes.

La principal diferencia entre este problema y el que resolvimos es que la energia y la longitud de la

cadena no son independientes en este caso. A saber:

N = N4 + Ng, (35)
L=Nja+ Ngb=Na(a—b)+ Nb= Al N, + Nb, (36)
E=NyEs+ NgEg = No(Ea — Eg) + NEg = Ae Ny + NEjp, (37)

y de las dos tltimas expresiones (por ejemplo reemplazando N4(E, N) en la ecuacion de la longitud ) puede

notarse que longitud y energia no son independientes: L = L(N, F).
(a) La primera ley toma la misma forma que en el problema anterior.

(b) (i) En el conjunto microcanénico E, L y N estan fijas. Por la dependencia entre longitud y
energia, el estado macroscopico del sistema esta determinado por la cantidad N4 de unidades en el estado
A. En consecuencia la funcién de particion microcandnica del sistema -niimero de microestados compatibles

con un dado macroestado de energia y longitud fijas- es:

g N N! (N (38)
© ONAINB!  NA(N =N\ Ny |

El postulado fundamental de la mecanica estadistica del equilibrio nos aporta la conexiéon con la termodi-
namica:

S =kgln(Q) (39)

9



Nuevamente debemos expresar la energia y la longitud, que en este ensamble coinciden con sus valores
medios, en funcién de la tension y de la temperatura. Utilizando la dependencia de energia y longitud,
L = L(E,N), puede escribirse:

S(E,L(E,N),N) = S(E, L, N). (40)

Notando que la ultima dependencia es en la variable N4, tenemos:

o5\ (9s) [0S\ (oL )
OE )y OE )y, \OL)yp\OE),
T —f
08 1 OL ON4\ 1 Al
<8E>N ~ T (1 - ' 9N, OF ) T (1 - Ae) ’ (42)

(35),(36)

donde se usé la regla de la cadena para evitar hacer explicitamente el despeje L = L(F,N). Lo mismo

puede hacerse en el miembro izquierdo:

99\ _ O9S ONs 98 1 )
OE ), ONa OE — ONj Ac
Resulta entonces:
oS 1

Utilizando la aproximacién de Stirling para la funcién de particion microcandnica (y omitiendo la linea

superior en la entropia, la cual s6lo denota una dependencia funcional), llegamos a que:

S(Ni,N) = kgin ( ]]VV ) ~ ki {N [In(N) — 1] — N [In (Na) — 1] — (N — Ny) [In (N — N4) — 1]45)

S(Na,N) = kp{NIn(N)—Naln(Na) — (N — Na) In (N — Na)} (46)
(;j@)}v — kpln (N]_VANA> = [ (3520) =5 (ae - 1 A D) (47)

Resta eliminar la dependencia en N, para introducir la energia y la longitud a partir de las ecuaciones
(36) y (35), respectivamente. De (36):

v BB (14 2) - £ NEAZE
por lo cual
Una relacion completamente analoga se obtiene en términos de la longitud:
N—-Ny Na-1L (49)

Ny  L—Nb

10



Reemplazadas estas relaciones en (46) se obtienen las expresiones pedidas en el enunciado:

EA + EB eﬂ(Ae—fAl)
E=N 1+ P BT AD (50)
a4 be At
L=N 1+€[3(Ae—fAl) (51)

*Limites de temperatura y entropia
Veamos si estos resultados son coherentes con los limites de temperatura. Para eso tomamos a la energia
como una funcién de la cantidad x = S(Ae — fAl) :
FE A+ E B e’

E=N—1—-. 52
[T or (52)

A baja temperatura x es muy grande, por lo cual:

EB e’

eLB

E~N

= NEp, (53)

lo que significa que todo el sistema se ordena en el estado menos energético (F4 > Epg) como podiamos
esperar.

Cuando la temperatura es alta, = es pequeno, entonces:

E:NEA+EB€ _N( EA + EB >%N<EA + EB)
14+e* 1+er e =41 242 2—=x
N N N
B~ —Ex(1=2/2)+ 5 Bp (1+2/2) — —(Ea + Ep), (54)

lo que indica que una mitad de los componentes tiene el estado de longitud A y la otra mitad el estado B.
..Cémo podemos entender este resultado? La interpretacién la podemos hacer en términos de la entropia:
a temperatura muy alta el sistema tiende a estar en una configuracién la maximice. Hallemos entonces el

valor de N4 que maximiza S:

S =kgln K Jifv )] ~ kg {N[In(N) = 1] = Na[ln(N4) — 1] = (N = Na) [[n(N = N4) — 1]} (55)

aS N — Ny

Esto concuerda con la gréafica de la entropia en funcién el nimero de particulas del tipo A, mostrada

en la Figura 1.

Por otro lado, a temperatura tendiendo a cero la entropia se anula, como se espera por el tercer principio

11
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Figura 1: Entropia en funcién del niimero de particulas en el estado A. Cuando la temperatura es alta el
sistema tiende al estado de equilibrio que maximiza la entropia, aquel en el que Ny = % = Npg.

de la termodindmica. Esto lo pueden ver ficilmente sustituyendo Ny = 0 en (54). Podriamos también
haber colegido eso partiendo del postulado fundamental: para S =0, Q =1 <= N, = 0.
La gréfica de la entropia tiene una particularidad muy interesante: a partir de la ecuacién (44) notamos

N
que en las regiones donde la entropia decrece la temperatura es negativa?

que la pendiente de la curva esté relacionada con la temperatura: ( 08 )N = % (Ae— f Al). (Eso significa

J/Temperaturas negativas?

N. Ramsey fue el primero en senalar en 1956¢ la existencia de temperaturas negativas en sistemas
con un numero finito de niveles de energia discretos.

En nuestro caso observamos que cuando la entropia mostrada en la Figura 1 decrece la temperatura
es negativa. Podemos notar ademéas que los estados asociados a temperaturas negativas son maés
energéticos que los demas. No obstante, en realidad todo esto no sucede porque no existen
sistemas completamente aislados. Aunque haya estados con poblacién invertida a partir de algiun
método de bombeo, la inestabilidad de los mismos hace que éstos decaigan debido a la interacciéon
con el medio ambiente, constituido al menos por los restantes grados de libertad de las particulas,

que no se hemos tenido en cuenta.

°N. F. Ramsey. Thermodynamics and Statistical Mechanics at Negative Absolute Temperatures. Phys. Rev. 103, 20
(1956). (https://doi.org/10.1103/PhysRev.103.20).

La ecuacién (50) constituye la ecuacion de estado del sistema; de ella se obtiene la constante eldstica, o

constante de proporcionalidad entre tensién y deformacion bajo pequetios desplazamientos desde la longitud

12



de equilibrio. Dicha longitud, que corresponde a la del sistema a tensién nula esta dada por:

a-+be’ (57)
14 e’
Queda como ejercicio para Uds. hacer la expansion en torno a la posicién Lg(T') y determinar la constante

elastica k(T), i.e., despejar f(T) =~ k(T) [L — Lo(T)].

L(f=0,8) = Lo(8) = N

(i) En el conjunto candnico estan fijos la temperatura, la longitud y el nimero de particulas del

sistema. La funciéon de particion, que se calcula sumando en estados de longitud constante, toma la forma

ZC — Z e—ﬁEs — ( N )G—BE(L,N)AeNA—f—Nb — ( N )e—ﬂ(AeNA—‘y—NEB)‘ (58)
s (LyN fijos) Ny Ny

iPara llegar a ella en realidad no se hizo ninguna suma!; simplemente notamos que el nimero de configu-

N
raciones adoptadas por la cadena lineal que son compatibles con una dada longitud y energia es ( ,
A
segun se discutié al hacer el analisis en el conjunto microcanénico.
El valor medio de la energia se calcula mediante:
dln(Z,
U=<E >= _0(60> — Ae N, + NEp, (59)

esta ecuacion no aporta nada nuevo porque ya se esperaba: a longitud fija también estara fija la energia.

La tension se introduce mediante la conexion con la termodinamica dada por la energia libre de Helmholtz:

F = —kT In(Zc) (60)

dF = d(U = TS) = —SdT + fdL + pdN = (61)

_ (9FN g (9lZe)) (ONa) o _ KT O N
- (), (B, (), B () e e

)

(M8 ) =B (Ae — f Al) (63)

Al igual que el resultado obtenido trabajando bajo la colectividad microcanoénica.

(iii) En el conjunto isotérmico-isobarico tenemos copias del sistema con la posibilidad de inter-
cambiar energia con un reservorio térmico, variar sus longitudes, con un nimero de particulas constante.
Operamos entonces a numero de particulas, temperatura y tensiéon constantes.

Como antes tenemos dos caminos para calcular la funciéon de particion Z;;. Uno es aprovechar lo que

encontramos para el conjunto microcanénico al notar que el nimero de estados con una dada longitud y
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energia, ( N ) , depende sélo de el nimero de componentes en el estado A, y escribir:
A

Zyp = Y e PEAIL) - iv: N [B—B(EA—fanA{G—MEB—fb)}N‘NA
s N4=0 Na

Ziy = [ePEato) 4 =hEm—p] " (64)

Otra opcién para calcularla es hacer explicitamente la suma sobre estados. Puesto que los componentes
del sistema son aqui independientes: £y = Fg, + ... + Es,y Ls = Ls, + ... + Ls,,, donde E;, y L,, son los

estados de energia y longitud de la componente i-ésima de la cadena. Asi:

7 = ZefB(Es+fLs): 3 o B(Bsy+fLsy)  o=B(Bay+1Lay)
s 815--sSN
N N

Zy = [ 3 e PBatita) = [e=PEai®) 4 e=PEs=0)" (65)
i=1s5;,=A,B

Al igual que ocurria para el problema anterior funciéon de particién se factoriza en funciones de particién
de un elemento.
Como en el caso del problema anterior, si bien podria establecer la conexién con la termodinamica por

medio del potencial asociado a la colectividad isotérmina-isobdrica, la energia libre de Gibbs:

G=-kTIn (Z[[) s (66)

dG=d(U—-TS—f<L>)=-8dT— <L > df + pdN, (67)

es mas facil hallar los valores medios de la energia y de la longitud derivando respecto de los multiplicadores

de Lagrange correspondientes 3y [ f, respectivamente:

oln(Z FE e BEa~fa) o F, o—B(EB—[b)
Uz—M:N A€ + Lpe 7 (63)
op e—B(Ea—fa) 4 o—B(Ep—fb)
_ ol On(Zi) _ aenPEaTT) 4 pePERTIY
oBf e—B(Ea—fa) 4 o—B(Ep—fb)

14



. Qué se deberian llevar de estas notas? (Ademas de dos ejercicios resueltos.)

= La teoria de conjuntos estadisticos de Gibbs nos permite conectar las cantidades microscépicas

y las macroscopicas (o termodindmicas) de sistemas en equilibrio.

= La fisica estadistica nos proporciona una forma explicita de los potenciales termodindmicos en
funcién de parametros del sistema, lo que nos permite calcular observables y no relaciones

entre ellos.

= El nexo entre la mecanica estadistica y la termodindmica esta dado por el potencial termodina-
mico que tiene como variables naturales a aquellas las magnitudes que en una dada colectividad

estadistica permanecen constantes.
= Los ensambles son termodinamicamente equivalentes; predicen los mismos resultados fisicos.
= En algunos casos es mas sencillo utilizar un conjunto estadistico que en otro

= Silos componentes de un sistema no son independientes entre si (por algin vinculo o por alguna

interaccién), entonces la funcién de particién no es factorizable.
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