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Prefacio

Estas notas son un repaso de termodinamica en la linea del libro Thermo-
dynamics and an introduction to thermostatistics, de Herbert Callen, que
es el libro en el que se basa la guia 1. El enfoque de este libro sobre la ter-
modindmica es muy distinto del usual y, si bien tiene el inconveniente de
ser mas abstracto, también tiene la ventaja de ser méas ordenado. Ademsés,
es un enfoque que encaja muy bien con la fisica estadistica, como se vera
mas adelante en el curso.

1 Fundamentos

La termodindmica estudia sistemas de muchas particulas' desde un punto de
vista macroscopico, es decir, ignorando todos los detalles microscépicos. Los
estados de interés son los estados de equilibrio, que son aquellos en los que
macroscopicamente nada se mueve (aunque s{ haya movimiento a nivel mi-
croscopico). Los sistemas cuyos estados de equilibrio son homogéneos e isétropos
se llaman sistemas simples. El primer postulado de la termodindmica nos dice
que basta con tres variables macroscépicas para caracterizar los estados de equi-
librio de un sistema simple.

Postulado 1. Los estados de equilibrio de un sistema simple estdn comple-
tamente caracterizados por su energia U, volumen V y numero de particulas
N.

Cuando un sistema experimenta un proceso, su incremento de energia AU no
tiene por qué coincidir con el trabajo W ejercido sobre él, porque puede haber
transferencia de energia por medio de procesos microscépicos invisibles al ojo
macroscopico. La diferencia entre ambas cantidades es el calor,

Q=AU-W. (1)

Esta definicion es lo que en la formulacion usual de la termodindmica se llama
la primera ley. Se dice que una pared es diaterma si permite el paso del calor, y

LE]l nimero tipico de particulas es 1023, que es un nimero gigantesco; para hacerse una
idea, la edad del universo es 10'7 segundos, asi que, si contdramos una particula por segundo,
entre el big bang y hoy habriamos tenido tiempo de contar sélo una millonésima de ese nimero.



adiabdtica sino lo permite. Para medir la diferencia de energia entre dos estados,
buscamos un proceso adiabatico que los una y medimos el trabajo involucrado
en ese proceso. Una vez hemos determinado por este método la energia de cada
estado (a menos de una constante), podemos medir el calor absorbido por el
sistema en cualquier proceso aplicando la ecuacién (1). Se dice que un sistema
estd aislado si estd contenido en un recipiente de paredes adiabaticas, rigidas e
impermeables, de manera que no es posible el intercambio de energia, volumen
o particulas con el exterior. El objetivo de la termodinamica es resolver el sigu-
iente problema.

Problema fundamental de la termodinamica. Consideremos un sistema
aislado compuesto por dos sistemas simples, 1 y 2, separados por una pared
interna (ver figura). Inicialmente, la pared interna es adiabdtica, rigida e im-
permeable y el sistema se encuentra en un estado de equilibrio conocido. Se
cambia alguna propiedad de la pared, de manera que pasa a ser diaterma y/o
movil y/o permeable, y en consecuencia el sistema evoluciona hasta alcanzar un
nuevo estado de equilibrio. ;Cudl es ese estado?

Nétese que, por el postulado 1, lo que se pide es el valor final de (Uy, Vi, N7)
y (Ua, Vo, N3). Dado que conocemos los valores iniciales de estas cantidades y
que, al estar aislado el sistema compuesto, se conservan la energia, el volumen
y el niimero de particulas totales, bastara con dar uno de esos tripletes y el otro
quedara automaticamente determinado. La termodinamica resuelve el problema
con el siguiente postulado.

Postulado 2. Para cada sistema simple existe una funcién S(U,V, N) (que lla-
mamos entropia) tal que el estado final de equilibrio es el mdzimo de la entropia
total S1 + Sy de entre todos los estados accesibles al sistema.

Los estados accesibles al sistema dependen del cambio que haya sufrido la pared
interna. Por ejemplo, si el inico cambio es que pasa de adiabatica a diaterma,
entonces la 1inica cantidad que puede variar es la energia de cada sistema simple
(ambas vinculadas por la conservacion de la energia total); si ademds pasa de
rigida a mévil entonces también puede variar el volumen, etc. La ecuacién
S = S(U,V,N) que da la entropia de un sistema simple en funcién de su energfa,
volumen y numero de particulas se llama la relacion fundamental del sistema,



y determina todas sus propiedades termodindmicas. Los siguientes postulados
ponen restricciones a la forma que puede tener una relacién fundamental.

Postulado 3. S es una funcidn creciente de la energia, (8S/0U)vy >0, y es
homogénea de grado 1, S(AU,\V,AN) = AS(U,V,N).

Postulado 4. Los estados para los que (0S/0U)y. N diverge tienen S = 0.

Tomando el ejemplo A = 1/2, la homogeneidad de grado 1 nos dice que la en-
tropia de la mitad del sistema es la mitad de la entropia del sistema completo,
es decir, que la entropia es una variable extensiva. La interpretacién de las otras
propiedades serda mas clara cuando hayamos introducido la nocién de temper-
atura. Notese que la termodindmica no nos da una prescripcion para calcular la
relacién fundamental: hay que medirla (més adelante veremos c6mo). Dar esa
prescripcién serd la tarea de la fisica estadistica.

2 Variables intensivas

Consideremos un sistema simple con relacién fundamental S = S(U,V,N), y
despejemos U para reescribir esa relacién en la forma U = U(S, V, N). Se definen
la temperatura T, la presion p y el potencial quimico p por las ecuaciones

ou ou ou
T=[— = — | =— = — 2
<8S>V7N P <8V>S,N : <‘3N>5y7 ®
que equivalen a

dU =TdS — pdV + pdN. (3)

Al ser cocientes de variables extensivas, estas tres variables son intensivas (y por
lo tanto funciones homogéneas de grado 0 de S, V' 'y N, es decir, T(AS, AV, AN) =
T(S,V,N) y anadlogamente para p y u). Las ecuaciones que dan cada una de
estas variables en funcién de S, V, N se llaman las ecuaciones de estado del sis-
tema. Conociendo las tres ecuaciones de estado, podemos determinar la relacién
fundamental integrando (2). Uno podria pensar que, en realidad, al hacer eso
va a quedar una constante indeterminada, pero la extensividad de U se encarga
de que no sea asi. En efecto, como se muestra en el problema 5 de la guia 1, la
extensividad de U implica

U=TS—pV + uN, (4)

con lo cual, efectivamente, conociendo las tres ecuaciones de estado determi-
namos la relacion fundamental. De hecho, diferenciando esta ecuacion y usando
(3) obtenemos la relacion de Gibbs-Duhem,

SdT'— Vdp+ Ndu = 0, (5)

que, conocidas dos ecuaciones de estado, fija la tercera salvo por una constante.
Asi pues, basta con conocer dos ecuaciones de estado para determinar la relacion



Sfundamental salvo por una constante. Las derivadas de la relacién fundamental
en la forma S = S(U,V, N) también se pueden escribir en términos de T, p y p.
En efecto, despejando d.S de (3) se obtiene

_1 P _ K
dS = 5dU + ZdV — dN, (6)

y por lo tanto

o5 _ L 95 _Pr 95 __F (7)
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La primera de estas ecuaciones permite enunciar de manera mas sencilla los dos
ultimos postulados de la seccién anterior: el postulado 3 dice que la temperatura
es no negativa, y el 4 que la entropia se anula a temperatura 0 (es decir, es lo
que se suele llamar la tercera ley de la termodindmica). Como vemos en (7), las
ecuaciones que dan cada variable intensiva en términos de U, V, N determinan
las tres derivadas de la relacién fundamental en la forma S = S(U,V, N), y por
lo tanto también se pueden pensar como ecuaciones de estado.

2.1 Condiciones de equilibrio

Volvamos al problema fundamental: tenemos un sistema aislado compuesto por
dos sistemas simples separados por una pared inicialmente adiabética, rigida e
impermeable, y nos preguntamos cudl es el estado de equilibrio al que llega el
sistema después de modificar alguna propiedad de la pared. Sabemos que ese
estado es el maximo de la entropia total; veamos qué implica eso para las vari-
ables intensivas. Distinguiremos entre tres tipos de equilibrio, que corresponden
a tres modificaciones distintas sobre la pared interna.

e Equilibrio térmico: la pared pasa a ser diaterma, pero sigue siendo
rigida e impermeable. En ese caso, el volumen y el ntimero de particulas
de cada sistema estédn fijos, con lo cual la ecuacién (6) para cada sistema
toma la forma dS; = dU;/T; vy el diferencial de entropia total es

1 1 1 1

(en la segunda igualdad hemos usado la conservacién de la energia total).
En el equilibrio se tiene dS = 0, y por lo tanto se igualan las temperaturas,

T =To. (9)

Este comportamiento estd de acuerdo con nuestra nocién intuitiva de tem-
peratura como algo que indica lo caliente o frio que estd un sistema.

e Equilibrio mecénico: la pared pasa a ser diaterma y movil, pero sigue
siendo impermeable. El ntimero de particulas de cada sistema estd fijo y

tenemos ) )
P D2
dS=|—— — | dU — — — ) dV. 10
(Tl T2) 1+(T1 T2> ' (10)
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En el equilibrio, pues, se igualan las temperaturas y las presiones,
=1,  p1=nps (11)

Noétese que la presién, que hemos definido en (2) sin hacer ninguna referen-
cia a fuerzas, se comporta igual que la presiéon mecanica. Una restriccion
extra que se impone implicitamente a la relacién fundamental es que am-
bas presiones, la mecanica y la termodinamica, coincidan. En realidad,
basta con imponer que coincidan para un sistema en particular y la igual-
dad de presiones en el equilibrio mecanico se encarga de que lo hagan para
todos los sistemas.

e Equilibrio respecto al flujo de particulas: la pared pasa a ser di-
aterma y permeable, pero sigue siendo rigida. En ese caso,

1 1 1o pe
dS=|=——=|dU; — | = — = | dN 12
(Tl Ty ) ! <T1 Ty b (12)
y por lo tanto en el equilibrio se igualan las temperaturas y los potenciales
quimicos,
Tl = TQ M1 = H2. (13)

3 Procesos

3.1 Procesos reversibles

Se dice que un proceso es reversible si todos sus estados intermedios son de
equilibrio. Dado que en el equilibrio nada se mueve, eso requiere que el proceso
sea infinitamente lento, y por lo tanto los procesos reversibles son idealizaciones
que en la practica sélo se pueden dar de manera aproximada. Consideremos un
sistema simple dentro de un cilindro con un pistén (todas las paredes imperme-
ables). El trabajo sobre el sistema en cualquier proceso es

dwW = 7pcxtd‘/a (14)

donde peyt €s la presidon externa sobre el pistén. Si el proceso es reversible la
presién externa coincide con la interna, pext = p , y por lo tanto

AW = —pdV. (15)

Comparando con (1) y (3) (esta dltima ecuacién con dN = 0 porque las paredes
son impermeables) vemos que, para procesos reversibles,

dQ = Tds. (16)

En particular, si ademés las paredes son adiabdticas (de manera que d@Q = 0) se
tiene dS = 0. Es decir, la entropia de un sistema simple encerrado por paredes
adiabaticas e impermeables se mantiene constante en todo proceso reversible.



Podemos generalizar esta tultima conclusion a sistemas compuestos. Con-
sideremos un recipiente de paredes adiabaticas, rigidas e impermeables con un
pistoén interno adiabatico e impermeable. De un lado del pistén colocamos un
sistema cualquiera (no necesariamente simple), que serd nuestro sistema de in-
terés, y del otro un sistema simple, ver figura.

Sistema de interés Sistema simple

Si el estado global esta infinitesimalmente alejado del equilibrio, el sistema ex-
perimenta un proceso reversible. En ese proceso, la entropia total y la del
sistema simple se mantienen constantes (la primera porque el sistema global
estd aislado y por lo tanto dSi,t = O en el equilibrio, y la segunda por lo que
acabamos de ver en el parrafo anterior), as{ que también lo hace la de nuestro
sistema de interés. Concluimos pues que la entropia de un sistema cualquiera,
no necesariamente simple, encerrado por paredes adiabdticas e impermeables se
mantiene constante en todo proceso reversible.

3.2 La segunda ley

Una fuente de trabajo reversible es un sistema encerrado por paredes adiabaticas
e impermeables cuya entropia se mantiene constante en todo proceso, reversible
o no. Para ver que estos sistemas existen, consideremos de nuevo un sistema
simple dentro de un cilindro con un pistén, ambos adiabaticos e impermeables.
Los estados accesibles al sistema por medio de cualquier proceso forman una
regién R del plano (U, V) (podemos ignorar N porque es constante) caracter-
izada por la condicién de adiabaticidad AU = W. Por lo que hemos visto
en la subseccién anterior, la regién R debe contener una isentrépica, es decir,
una curva U(V') sobre la que S es constante, que representa el subconjunto de
estados accesibles mediante procesos reversibles, ver figura.



_ Isentrépica

L/

Ahora, es posible elegir el sistema de manera que la fuerza que hace sobre
su entorno sea conservativa. En ese caso, W sélo depende de la posicién del
pistén y por lo tanto U estd univocamente determinada por V', es decir, la
region R es en si misma una curva. Dado que esa curva debe contener una
isentrépica, no le queda més remedio que ser ella misma una isentrépica. Asi
pues, para sistemas encerrados por paredes adiabdticas e impermeables que
hacen una fuerza conservativa sobre su entorno, todos los estados accesibles
tienen la misma entropia o, en otras palabras, todos los procesos tienen entropia
constante. Estos sistemas, pues, son fuentes de trabajo reversible.

Consideremos ahora un recipiente de paredes adiabaticas, rigidas e imper-
meables con un piston interno adiabédtico e impermeable. De un lado del pistén
colocamos un sistema cualquiera, que sera nuestro sistema de interés, y del otro
una fuente de trabajo reversible, y dejamos que el sistema evolucione hacia el
equilibrio. En ese proceso, la entropia total no puede disminuir, porque el sis-
tema global esta aislado, y la de la fuente de trabajo reversible se mantiene
constante, asi que la entropia de nuestro sistema de interés tampoco puede dis-
minuir. Concluimos pues que la entropia de un sistema cualquiera encerrado
por paredes adiabdticas e impermeables no disminuye en ningun proceso. Este
resultado, junto con el que hemos obtenido al final de la subseccién anterior, es
lo que en la formulacién usual de la termodinamica se llama la segunda ley.

3.3 Maxima eficiencia de un motor

Un reservorio térmico es un sistema simple encerrado por paredes rigidas e im-
permeables y que cumple (97/9U)y,ny = 0 (ndtese que, dado que esta derivada
es el cociente entre una variable intensiva y otra extensiva, se puede lograr
que tome un valor arbitrariamente pequeno haciendo el sistema suficientemente
grande). Todos los estados accesibles a un reservorio térmico tienen el mismo
valor de T, V, N, asi que, por (6), la diferencia de entropia entre dos de ellos es

_Av

AS T

(17)

Consideremos ahora un sistema (motor) que, en un proceso ciclico (es decir,
cuyo estado final es igual al inicial), extrae un calor @) de un reservorio térmico



a temperatura Ty cede un calor ()¢ a otro reservorio térmico a temperatura
Ty < T. Por conservaciéon de la energia, el trabajo entregado por el motor es

W =Q — Qo. (18)
El incremento de entropia del motor es cero porque su proceso es ciclico y, por
(17), los de los reservorios caliente y frio son respectivamente AS = —Q/T y

ASy = Qo/To (el signo menos estd porque Q es el calor extraido del reservorio
caliente, no absorbido por éste). Como el sistema compuesto por el motor y los
dos reservorios no intercambia calor ni particulas con el ambiente, su entropia no
puede disminuir y por lo tanto Q¢ /Ty > Q/T. Reemplazando en (18) obtenemos

W, T

Q ~ T
donde la igualdad se da en el caso reversible. El cociente que aparece en el lado
izquierdo de esta desigualdad se llama la eficiencia del motor.

(19)

3.4 Coémo medir la entropia

Lo que acabamos de ver nos da un método para medir la temperatura de
cualquier reservorio si fijamos arbitrariamente la de un reservorio de referencia:
medimos la eficiencia de un motor reversible que opera entre ambos reservorios
y aplicamos la ecuacién (19), recordando que en el caso reversible vale la igual-
dad. Noétese que la libertad de elegir la temperatura del reservorio de referencia
es la libertad de elegir un sistema de unidades. La escala Kelvin corresponde
a imponer que un reservorio en equilibrio con el punto triple del agua tenga
temperatura Ty = 273.16.

Ahora que sabemos medir la temperatura de un reservorio, podemos medir
la de cualquier sistema: buscamos un reservorio con el que esté en equilibrio y
aplicamos la ecuacién (9). Y ahora que sabemos medir temperaturas, también
sabemos medir entropias: simplemente, aplicamos la ecuacién (16).

4 Potenciales termodinamicos

Como hemos visto mas arriba, toda la informacién termodindmica de un sistema
simple estd contenida en su relaciéon fundamental, que es una ecuacién de la
forma U = U(S,V,N). ;Cémo podemos reescribir esta ecuacién de manera que
las variables independientes sean T, V, N (sin perder informacién fisica)? La
expresién U = U(T,V, N) no sirve porque es una ecuacién de estado (nétese
que se puede reescribir en la forma T'= T(U,V, N)), y por lo tanto tiene menos
informacién fisica que la relaciéon fundamental. Para alcanzar nuestro propdsito
debemos introducir una nueva variable, la energia libre de Helmholtz

F=U-TS. (20)
Por (3) se tiene

dF = dU — SdT — TdS = —SdT — pdV + pudN (21)



0, lo que es lo mismo,

oF oF oOF
(aT>V,N“S (av>T,N“p (azv)T,V‘“' 22)

Como vemos, es natural pensar en F' como funcién de T, V, N. De hecho, cono-
cida F en funciéon de estas variables podemos reconstruir la relacién fundamental
de la siguiente manera:

(i) Derivamos F respecto a T para obtener S = S(T,V, N).
(ii) Reemplazamos F(T,V,N) y S(T,V,N) en (20) para obtener U(T,V, N).

(iii) De lo obtenido en (i) despejamos T en funcién de S, V, N, y reemplazamos
en la funcién obtenida en (ii) para obtener U(S,V, N).

Asi pues, la ecuacién F' = F(T,V, N) es una relacién fundamental en el sentido
de tener toda la informacién termodindamica sobre el sistema. En consonancia
con eso, las ecuaciones que dan S, p y u en términos de T, V, N son ecuaciones
de estado porque son derivadas de una relaciéon fundamental.

La energia libre de Helmholtz es un ejemplo de transformada de Legendre.
La transformada de Legendre de una funcién y = y(x1,...,x,) respecto a sus
primeras k variables es la funcién

k
v=Y - Z Ui, (23)
i=1

donde u; = dy/0x,;. Por razones andlogas a las que vimos en el péarrafo ante-
rior, es natural pensar en v como funcién de wuq,..., Uk, Tkt1,- -, Ty; ademas,
conocida v en funcién de estas variables, podemos reconstruir y en funcién de
sus variables originales. Comparando (20) con (23) vemos que la energia libre
de Helmholtz es la transformada de Legendre de U(S, V, N) respecto a S. Otras
transformadas de Legendre relevantes son la entalpia, la energia libre de Gibbs
y el potencial grancandnico,

H=U+pV G=U-TS+pV Q=U-TS—puN, (24)

cuyas variables naturales son respectivamente (S,p,N), (T,p,N) y (T,V,pn).
La expresion de cualquiera de estas tres cantidades en términos de sus variables
naturales es una relacién fundamental. Las funciones U, F, H, G y ) se llaman
los potenciales termodindmicos.

4.1 Equilibrio en términos de potenciales termodinamicos

Los potenciales termodinamicos reciben ese nombre porque se minimizan en el
equilibrio. Veamos un ejemplo. Consideremos un sistema compuesto, que serd
nuestro sistema de interés, en contacto con un reservorio térmico a temperatura
T por medio de una pared diaterma, rigida e impermeable, de manera que el



sistema global (formado por el sistema de interés y el reservorio) estd aislado,
ver figura.

Reservorio térmico

Sistema [e interés

Sea ASi. la diferencia entre la entropia total y ella misma evaluada en un
estado de referencia. Si S y S, denotan las entropias del sistema de interés y
del reservorio respectivamente, tenemos

ASiot = AS + ASies = AS + Alres =AS— & (25)
T T

En la segunda igualdad hemos usado la ecuacién (17), y en la tercera que, dado
que el sistema global estd aislado, AU, = —AU. El estado de equilibrio es
el que maximiza ASi.; de entre todos los estados accesibles al sistema. Ahora,
sabemos por (9) que en el equilibrio la temperatura del sistema de interés va
a coincidir con la del reservorio, asi que podemos restringir nuestra atencién a
estados en los que el sistema de interés tiene temperatura T. Para estos estados
la ecuacién (25) toma la forma

AR

AStot = - T

(26)
Por lo tanto, dado que la temperatura es positiva, en el equilibrio se mini-
miza AF' y, como la energia libre de Helmholtz del estado de referencia es una
constante, también se minimiza F. ;Qué variables del sistema de interés se
mantienen fijas en este proceso de minimizacién? Por un lado la temperatura,
porque hemos restringido nuestra atencién a estados con temperatura 7. Y por
otro el volumen y el nimero de particulas, porque la pared que separa al sis-
tema de interés del reservorio es rigida e impermeable. Asi pues, llegamos a la
siguiente conclusién: de entre todos los estados con T', V, N fijos, el de equilibrio
es el que minimiza F', que es el potencial termodindmico asociado a estas vari-
ables. Este resultado se generaliza a todos los potenciales termodinamicos: de
entre todos los estados de un sistema compuesto con valores fijos de las variables
naturales de algun potencial termodindmico, el de equilibrio es el que minimiza
ese potencial termodindmico.
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4.2 Segundas derivadas

Terminamos con dos comentarios acerca de derivadas segundas de potenciales
termodinamicos. El primero es que la igualdad de derivadas cruzadas aplicada
a los potenciales termodindmicos da lugar a relaciones ttiles, conocidas como
relaciones de Maxwell. Por ejemplo, de (21) vemos que?

(@)= (7). e

Se pueden obtener otras relaciones similares a partir del diferencial de los otros
potenciales termodinamicos. Eso lo van a hacer en detalle ustedes mismos en el
problema 7 de la guia 1. Nétese que, en toda relacion de Mazwell, las variables
independientes son las variables naturales de algun potencial termodindmico.
Esto les sirve de guia para saber si una derivada que se encuentren se puede
calcular usando alguna relacién de Maxwell. Y el segundo comentario es que
algunas de las derivadas segundas de potenciales termodinamicos tienen nom-
bre propio porque tienen una interpretacién fisica sencilla: son la capacidad
calorifica a volumen constante,

oS
s 2
CV (aT)V’N’ ( 8)

la capacidad calorifica a presion constante,

oS
=T () , (20)
b T ), n
el coeficiente de expansion térmica,
1 <3V>
o=+ () (30)
vV \or oN
y el coeficiente de compresibilidad isoterma,
1 8V>
kp=——= | — . 31
T 174 <8p TN (31)

La capacidad calorifica es el calor que debe absorber un sistema en un proceso
reversible para aumentar su temperatura en una unidad; los coeficientes de ex-
pansion térmica y de compresibilidad isoterma miden respectivamente cuanto
aumenta el volumen de un sistema al calentarlo, y cuanto disminuye al aumentar
la presion sobre él. Nétese que las capacidades calorificas son cantidades exten-
sivas; al dividirlas por el niimero de particulas se obtienen cantidades intensivas
llamadas calores especificos.

2La igualdad de derivadas cruzadas aplicada a (21) da lugar a dos relaciones més que
involucran derivadas respecto a N, que omitimos porque son poco relevantes en la préctica.
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Algunas ideas para llevarse de estas notas
e La relacién fundamental es todo.

e No cualquier relaciéon entre cuatro variables es una relacién fun-
damental. Lo son U(S,V,N), F(T,V,N), H(S,p,N), G(T,p,N),
AT, V, p).

e Con dos ecuaciones de estado (es decir, dos derivadas de una
relacién fundamental) basta para determinar la relacién fundamen-
tal salvo por una constante.
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