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Prefacio

Uno de los aspectos méas sorprendentes de las transiciones de fase de se-
gundo orden es lo que se conoce como universalidad: una gran variedad
de sistemas tienen los mismos exponentes criticos. En estas notas presen-
tamos dos enfoques para entender este fendmeno: la teoria de Landau y el
grupo de renormalizacién. Para més informacién, se recomienda consultar
los capitulos 11 y 13 del Pathria y el libro de J. M. Yeomans Statistical
mechanics of phase transitions (Oxford University Press, 1992).

1 Universalidad

Consideremos una red de N spines que s6lo pueden apuntar hacia arriba o hacia
abajo, como en el modelo de Ising, pero con un hamiltoniano cualquiera,

N
H(517"'7SN):HO(Sly"'aSN)_hZSi7 (1)
i=1

donde h es el campo magnético y Hy es el hamiltoniano en ausencia de campo
magnético. Supongamos que, a una cierta temperatura critica T, (y para h = 0),
el sistema experimenta una transiciéon de fase de segundo orden. Los exponentes
criticos «, B, vy 6 se definen en términos del comportamiento del calor es-
pecifico, la magnetizaciéon y la susceptibilidad cerca del punto critico por las
ecuaciones

cv ~[T=Tc|™  (h=0)

m~ (T, —T)? (h=0, T <T.)

X~ T =T (h=0)

m ~ h'/% (T =Ty). (2)

Por otra parte, la funcién de correlacién g(r) = (s;s;) — (si)(s;), donde r =
|ri — 7;| es la distancia entre los sitios ¢ y j, se comporta para r grande en
la forma g(r) ~ e~ "/¢, donde ¢ es una funcién de la temperatura y el campo
magnético llamada longitud de correlacion. El comportamiento de la longitud de
correlacién cerca del punto critico también tiene asociado un exponente critico,

E~T-T™  (h=0). (3)



A partir de resultados experimentales, cdlculos exactos y simulaciones numéricas
se observa que los exponentes criticos sélo dependen de la dimensién de la red,
y no de los detalles del hamiltoniano (si las interacciones son sélo entre primeros
vecinos como en Ising, o incluyen también segundos vecinos, etc). Este fenémeno
recibe el nombre de universalidad'. El objetivo de estas notas es entender el
porqué de la universalidad, y lo haremos estudiando dos métodos generales para
calcular los exponentes criticos: la teoria de Landau y el grupo de renormal-
izacion.

2 Teoria de Landau

Dado un estado s1,...,sy cualquiera, sea 5 el spin promedio,
1 XN
s= Z; 5. (4)

La magnetizacién sera entonces el valor medio de esta cantidad, que en términos
de la funcién de particién canénica se puede escribir como

m={(s)=——InZ. (5)

Definimos la energia libre de Landau f(T,h,s) por la ecuacién

e~ BNS(T\h,5) _ Ze_BH(slw--sz)’ (6)
Silg
donde la notacién s;|5 indica que la suma es sobre todos los estados s1,..., SN

con spin promedio §. Reemplazando el hamiltoniano (1) en esta ecuacién vemos
que la dependencia de f en el campo magnético es sencilla,

f(Taha §) :fO(T’E) 7h‘§7 (7)

donde fy denota la energia libre de Landau en ausencia de campo magnético.
La funcién de particion se puede expresar en términos de f,

Z= Y PHCn) 2 Y ) 2 NSRS (g)

81,38 N S sils s

Notemos que 5 puede tomar N + 1 valores distintos, porque va de —1 a 1 a
saltitos de 2/N. Asf pues, la suma sobre 5 tiene O(N) términos, y por lo tanto
podemos aproximarla por su término més grande?,

7 ~ efﬁNf(T,h,Em)’ (9)

IDe hecho, el alcance de la universalidad es més general. Los exponentes criticos se pueden
definir para un sistema cualquiera, no se restringen a redes de spines, y, por ejemplo, se observa
que los del punto critico del agua coinciden con los de Ising en 3 dimensiones.

2Recuerden el argumento: si la suma tiene N términos y tm,, es el término més grande
tenemos t,, < Z < Nt»,. Sacando el logaritmo obtenemos Int,, < InZ < Inty, +InN y
por lo tanto el error que comentemos al quedarnos sélo con el término més grande y tomar
logaritmo es a lo sumo In N, que es despreciable frente a In Z (que va como N).



donde §,, denota el minimo absoluto de la energia libre de Landau. Reem-

plazando este resultado en (5) y usando (7) obtenemos®
5} _
m=- s, (10)

es decir, la magnetizacion es el minimo absoluto de la energia libre de Landau.
A partir de (9) también vemos que la energfa libre de Landau evaluada en su
minimo es la energia libre de Helmholtz por particula,

1
B

Bueno, todo esto es muy bonito pero no nos sirve de nada si no podemos calcular
la energia libre de Landau. Y recuerden que estamos considerando un hamilto-
niano arbitrario, asi que parece haber pocas chances de calcularla. Ah, pero un
momento: nosotros estamos interesados en calcular los exponentes criticos, y por
lo tanto nos interesa el caso en que h es chico y T esta cerca de la temperatura
critica. En ese régimen sabemos que la magnetizacién va a ser chica, asi que para
determinarla sélo nos hace falta conocer f para valores chicos de 5. Ah bueno,
entonces podemos expandir en serie de Taylor! Es més, en ausencia de campo
magnético a los spines les da igual apuntar hacia arriba o hacia abajo, es decir, el
hamiltoniano en ese caso tiene la simetria Ho(—$1,...,—sn) = Ho(s1,...,5N).
Eso significa que la energia libre de Landau en ausencia de campo magnético es
una funcién par de s, fo(T,—3) = fo(T,5), y por lo tanto en su serie de Taylor
s6lo aparecen potencias pares. Quedandonos a cuarto orden obtenemos

F(T,h) = —=InZ = Nf(T,h,m). (11)

fo(T,5) = a(T)5% + b(T)5*, (12)

donde a y b son funciones desconocidas de la temperatura (su forma precisa de-
penderd del hamiltoniano). En principio deberfamos incluir también un término
de orden cero en 5, pero no lo hemos hecho porque ese término es irrelevante
para el cédlculo de los exponentes criticos. Lo tinico que vamos a asumir es que b
es positivo en todo el rango de temperaturas de interés, porque de lo contrario
fo no tendrfa un minimo absoluto (se harfa arbitrariamente negativa para |3|
grande). Si b fuera negativo, entonces habria que agregar el término de orden 6
a la ecuacién (12) para asegurarnos de que fy tiene un minimo absoluto. De (7)
y (12) obtenemos la energia libre de Landau en presencia de campo magnético,

f(T,h,5) = a(T)5* +b(T)5* — ha. (13)

A partir de esta ecuacién vamos a determinar todos los exponentes criticos.
Empezamos calculando la magnetizacion en el caso h = 0. En ese caso, los
puntos estacionarios de f estan dados por

of
0s
3Una sutileza: la derivada respecto a h hay que tomarla a T' constante, pero no a 5,, con-

stante (5, depende de T'y h), asi que en esta derivada hay un término (0f/95)s=s3,, (05m /Oh),
pero este término es cero precisamente porque 5,, es un minimo.

0 25(a + 2b5%). (14)




Claramente, una solucién de esta ecuacién es § = 0. En el caso a > 0, ésta es la
Unica solucién, y es necesariamente un minimo porque f — oo cuando § — +00,
asi que

m =0 cuando a > 0. (15)

En el caso a < 0 la ecuacién tiene dos soluciones més, § = +£+/—a/2b, y éstos
son los minimos porque son los primeros extremos viniendo desde +o0o, donde f
tiende a co (estamos ignorando la posibilidad de que sean puntos de inflexién);
en este caso, la solucién § = 0 es un maximo. Asi pues, tenemos

m= ﬁ:q/;—;j cuando a < 0. (16)

Ahora, sabemos que m tiene que ser cero para T > T, y distinto de cero para
T < T.. Por lo tanto, de las ecuaciones (15) y (16) vemos que a(T') es positivo
para T > T, y negativo para T' < T,.. En la siguiente figura representamos f en
funcién de s para dos temperaturas, una superior y otra inferior a la critica.

f

¥l

Figura 1: La energia libre de Landau en funcién del spin promedio para T' > T,
(curva roja) y T' < T, (curva azul).

Para temperaturas muy cercanas a la critica, podemos escribir m en funcién de
T de manera mds explicita. Notemos que la condicién de que a(T') sea positivo
para T > T, y negativo para T < T, implica a(T.) = 0, a’(T.) > 0. Por lo tanto,
expandiendo a y b alrededor de T, y quedandonos al orden mas bajo obtenemos

a(T) ~ ao(T — T,) b(T) =~ by, (17)

donde ag y by son constantes positivas (recordemos que estamos asumiendo b > 0
en todo el rango de temperaturas de interés). Reemplazando en (16) obtenemos

{0 T>T. (18)
m =
ao(T.—T)
4/ 25 T < T..



Noétese que la magnetizacién es continua a la temperatura critica pero su derivada
no lo es, como corresponde a una transiciéon de fase de segundo orden. Com-
parando este resultado con la segunda ecuacién en (2) obtenemos nuestro primer
exponente critico,

p=:. (19)

Vamos ahora con los demds exponentes. Reemplazando el resultado (18) en (11)
obtenemos la energia libre de Helmholtz en ausencia de campo magnético,

k(T 0 T>T,
2 { o o (20)
—m(T—TC) T<T,,
y de ahi sacamos el calor especifico,
T ds T d*F 0 T>T,
CV = ——= —— — = 2 (21)
N dT N dT? Q‘IT"()T T<T,..

Como vemos, el calor especifico no diverge ni tiende a cero cuando T' — T,.. El
tnico valor del exponente critico @ (primera ecuacién en (2)) compatible con
este comportamiento es

a=0. (22)

Para determinar los otros dos exponentes criticos que aparecen en la ecuacion
(2) necesitamos prender el campo magnético, es decir, volver a la energfa libre
de Landau (13) con h genérico. El minimo m de esta energfa libre cumple

2am + 4bm> = h. (23)

Esta es una ecuacién cubica dificil de resolver, pero por suerte no hace falta re-
solverla para obtener los exponentes criticos que buscamos. En efecto, derivando
esta ecuacién respecto a h y evaluando en h = 0 obtenemos

2(a 4 6bm?)x = 1, (24)

donde m estd evaluado en h = 0 (y por lo tanto es la magnetizacién en ausencia
de campo magnético, que ya calculamos), y x = 9m/0h|p=o es la susceptibili-
dad. Usando las ecuaciones (17) y (18) vemos entonces que

1
X = 1 _ 2a0(T—T.) > Tc (25)
2(a + 6bm?2) m T<T.,

lo cual, por comparacién con la tercera ecuacién en (2), implica
v=1. (26)

Por ultimo, evaluando la ecuacién cibica (23) en T' = T el primer término se
anula y obtenemos inmediatamente que, a esta temperatura,



de manera que, por comparacién con la dltima ecuacién en (2),
6 =3. (28)

Para calcular el exponente critico v asociado a la longitud de correlacién hay
que ir un poco mas alld de la teoria de Landau. A grandes rasgos, lo que se hace
es dividir la red en bloques de volumen v mucho menor que el volumen total,
pero suficientemente grande para que el nimero n de sitios por bloque sea muy
grande, y considerar la densidad local de spin

o(r) = %Zs (29)

donde la suma es sobre todos los sitios del bloque centrado en r. Asumiendo que
la funcién de correlacién cambia poco ante pequenas variaciones de la posicion
de los dos spines involucrados, se tiene

2

gllr =) = (=) [o(r)o@) = (o) o)) (30)
Entonces se define un funcional f(T, o] de forma andloga a la energfa libre de
Landau, es decir, reemplazando en la ecuacién (6) el spin promedio 5 (que es un
nimero) por la densidad local o (que es una funcién), y se propone una forma
para este funcional por argumentos analogos a los que nos llevaron a la ecuacién
(13). A partir de ahi, uno puede calcular la funcién de correlacién (30), y de
ahi extraer la longitud de correlacién. El valor que se obtiene para el exponente
critico asociado a esta cantidad es

v=1/2. (31)

La modificacién de la teoria de Landau que acabamos de describir a grandes
rasgos se suele denominar teoria de Landau-Ginzburg, y la pueden estudiar més
en detalle en la seccién 5.5 de estas notas de David Tong. Ahi se recupera
el resultado (31) con argumentos medio heuristicos; para encontrar un cdlculo
mas detallado del exponente critico v dentro de la teoria de Landau-Ginzburg
pueden consultar estas otras notas del mismo autor, aunque ya les advierto que
éstas son de nivel més alto y les van a hacer transpirar un poco.

Como acabamos de ver, la teoria de Landau predice que los exponentes
criticos de una red de spines son « = 0, § =1/2, vy =1, =3y v = 1/2
sin importar la forma del hamiltoniano. Recuperamos, pues, el fenémeno de la
universalidad: todas las redes de spines tienen los mismos exponentes criticos.
Ahora bien, en realidad nos estamos pasando, porque no hemos asumido nada
sobre la dimensién de la red y por lo tanto los exponentes criticos nos estan
quedando independientes de la dimensién, lo cual es incorrecto. De hecho, si
comparamos nuestros exponentes criticos con los que se derivan de la solucién de
Onsager para Ising en dos dimensiones vemos que no dan lo mismo. ;Qué esta
pasando entonces, dénde nos estamos equivocando? El error estd en una sutileza
mayuscula. Volvamos a la ecuacién (9), donde hemos aproximado la funcién de


http://www.damtp.cam.ac.uk/user/tong/statphys/five.pdf
http://www.damtp.cam.ac.uk/user/tong/sft.html

particién, que teniamos expresada como una suma sobre 5, por el término maés
grande de esa suma. En la nota al pie 2 hemos explicado por qué podemos hacer
esa aproximaciéon: al quedarnos con el término mas grande y tomar logaritmo
cometemos un error que estd entre 0 y In IV, lo cual es despreciable frente a In Z.
Eso estd perfecto, pero después vamos a querer tomar derivadas para calcular
los observables de interés, y ahi aparecen los problemas. Para verlo, escribamos
la funcién de particién exacta,

InZ = —BNf(T, h,5m) + A(T,h, N)In N. (32)

No sabemos cuanto vale A, pero si sabemos que esta entre 0 y 1, y por lo tanto
el segundo término es despreciable frente al primero. Eso estd perfecto. Ahora
bien, puede ser que las derivadas del segundo término no sean despreciables
frente a las derivadas del primero. Para verlo con un ejemplo sencillo, consideren
la funcién f(x) =1+ esin(z/€), con € < 1. El segundo término es despreciable
frente al primero, pero su derivada no, y de hecho es mucho mas grande que
la del primero. Bueno, nosotros no hemos tenido en cuenta esta sutileza. Y al
no tenerla en cuenta hemos llegado al resultado de que la magnetizacién es el
minimo absoluto de la energia de Landau. Fijense a partir de la definicién (6)
que la probabilidad de un valor de 5 es

1 1 -
P(g) — E ZE*BH(SI:HwSN) — EefﬁNf(Tihﬂs)? (33)

Sri|§

asi que el resultado que hemos obtenido es que el valor medio de § (la mag-
netizacién) coincide con el valor mds probable de 5. Eso es correcto cuando la
distribucién de probabilidad estd muy picada en el valor medio, es decir, cuando
las fluctuaciones son pequenas; cuando las fluctuaciones son grandes, en general
no es verdad que el valor medio coincida con el valor mas probable. Y cuanto
valen las fluctuaciones en nuestro caso? Por un argumento andlogo al de las
ecuaciones (29) y (30) del repaso tedrico de la gufa 3, la varianza de 5 estd
relacionada con la susceptibilidad,

=2 X
A5® = NG (34)
La divergencia de x en el punto critico (ver las ecuaciones (2) y (26)) sugiere
entonces que las fluctuaciones podrian ser importantes en ese punto (de hecho,
ustedes mismos vieron en la practica computacional que s fluctiia mucho cerca de
la temperatura critica). Nétese que en (34) hay un NV dividiendo, asi que es dificil
estimar la importancia de las fluctuaciones en el punto critico (involucran un
cociente de cantidades que divergen). Para resolver la indeterminacién, vamos
a reemplazar N (que es proporcional al volumen) por el volumen asociado a la
longitud de correlacién, ¢4, donde d es la dimensién de la red. Usando (2), (19),
(26) y (31) tenemos entonces

A5? X

e R (e U A (35)


http://materias.df.uba.ar/ft3a2020c1/files/2020/04/Fisica_estadistica.pdf

Asi pues, las fluctuaciones se pueden despreciar para d > 4 pero no para d < 4.
En otras palabras, la teoria de Landau es una buena aproximacién en dimension
mayor que 4 pero deja de serlo para dimensiones menores, de ahi la discrepan-
cia que encontramos entre nuestros resultados y las observaciones experimen-
tales/resultados exactos. La teoria de Landau, pues, no tiene la tltima palabra
en cuanto al fenémeno de la universalidad. Para entenderlo mejor tendremos
que cambiar de estrategia, y eso es lo que hacemos en la préxima seccién.

3 Grupo de renormalizacién

El enfoque que presentamos a continuacion se basa en la observacion de que, en
el punto critico, la longitud de correlacién diverge. Esta observacion esté susten-
tada por el experimento, por resultados exactos (como por ejemplo el resultado
para la cadena de Ising en una dimension, que ustedes mismos obtuvieron en la
gufa anterior) y también por la teoria de Landau-Ginzburg (ver las ecuaciones
(3) v (31)). Consideremos una red de spines con un hamiltoniano H cualquiera
(al producto SH lo llamaremos el hamiltoniano reducido del sistema), y sea &
su longitud de correlacion. Consideremos también una subred S, y sea [ su
espaciado (distancia entre primeros vecinos) en unidades del espaciado de la red
original. En la siguiente figura mostramos un ejemplo.

\m’/ | \‘rx\///

%)

Figura 2: La red bidimensional cuadrada (lineas sélidas) y una subred (lineas
punteadas) con | = /2. Los sitios de la subred estdn resaltados con circulos.

La probabilidad de un estado {s;,i € S} de la subred se obtiene sumando sobre
todos los estados {s;,j ¢ S} de los spines que no estan en ella,

1 , ,
P({s;,i € 8}) = 5 Z e~ BH({si,i€8}{s;,i¢S}) (36)
{s;.i¢S}
Podemos definir un hamiltoniano reducido 5’ H’ para la subred que reproduzca
estas probabilidades,
1

7e—ﬁ’/H’<{8i»i€5}> = P({si,i € S}). (37)



Esta construccién recibe el nombre de decimacion. Ahora, si aplicamos una
transformacién de escala (renormalizacion) de manera que todas las longitudes
se dividan por [, la subred se convierte en una copia de la red original, y por lo
tanto podemos pensar en 3’H’ como un nuevo hamiltoniano reducido para la
red original. Por construccion, la longitud de correlacién asociada a este nuevo
hamiltoniano reducido es

g="° (39)

asi que 8’ H' estd més lejos de la criticalidad que 8H, porque tiene una longitud
de correlacién menor (nétese que I > 1). Supongamos por simplicidad que no
hay campo magnético. En ese caso, el hamiltoniano reducido mas general que
podemos escribir tiene la forma

BH(Sl,...,SN):—KlZSiSj—KQZSiSj—F..., (39)

()1 (ig)2

donde la primera suma es sobre pares de primeros vecinos y la segunda sobre
pares de segundos vecinos (eso es lo que indicamos con la notacién (ij)1 y (i5)2).
Los puntos suspensivos incluyen sumas sobre pares de terceros vecinos, cuartos
vecinos, etc, y también términos que involucran productos de mas de dos spines.
Los distintos hamiltonianos reducidos corresponden a distintos valores del vector
K = (K, Ks,...) (por ejemplo, Ising corresponde a K = (K1,0,...,0)). Si K
y K’ son los vectores asociados a SH y 3'H’ respectivamente, las ecuaciones
(36) y (37) que definen la relacién entre ambos se podrén reescribir en la forma

K' = R/(K). (40)

A la funcién Ry se la conoce como transformacion del grupo de renormalizacion,
y el pardmetro [ recibe el nombre de factor de escala de la transformacién.
La razén para usar la palabra “grupo” es que el conjunto R de todas estas
transformaciones es cerrado bajo composicién,

Rll o ng - Rlll2’ (41)

pero en realidad no es un grupo porque, salvo en el caso [ = 1, cuya transfor-
macion asociada es la identidad, R; no tiene inversa en R (la inversa deberfa ser
R, ;, pero, salvo en el caso | = 1, esta transformacién no estd en R porque el
factor de escala es siempre mayor o igual a 1). Aplicando la transformacién (40)
de manera iterativa, obtenemos una sucesiéon K@ KO K® . de hamilto-
nianos reducidos, cada uno de los cuales tiene una longitud de correlacién menor
que el anterior. Esta sucesién dibuja una curva en el espacio de todos los hamil-
tonianos reducidos (también conocido como el espacio de pardmetros), tal como
mostramos en la siguiente figura.
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Figura 3: La trayectoria dibujada en el espacio de pardmetros (del que sélo
mostramos un subespacio bidimensional) por aplicacién sucesiva de la transfor-
macién (40) a partir de un hamiltoniano reducido inicial K (0). La longitud de
correlacién disminuye en el sentido de la flecha.

El conjunto de todas estas trayectorias, obtenidas empezando en puntos distin-
tos del espacio de parametros, se conoce como el flujo del grupo de renormal-
1zacion. La estructura de este flujo esta determinada en buena medida por sus
puntos fijos, que son los puntos K, que cumplen

R(K,) =K,. (42)

Para estos puntos tenemos K, = K,, lo cual, por (38), implica &, /I = &.. Esta
relacion sélo puede darse en dos casos,

& =0,00. (43)

En el primer caso no hay correlacion entre spines y se dice que el punto fijo es
trivial; en el segundo, el punto fijo es a la vez un punto critico. Veamos qué
forma tiene la ecuacién (40) cerca de un punto fijo. Expandiendo R; a primer
orden alrededor de K, obtenemos

Rl(K*+5K) ZRZ(K*)+A15K:K*+A1(SK, (44)

donde A; es la matriz de componentes (4;);; = 9(R;)i/0K;|k.. Por lo tanto,
cerca de un punto fijo la ecuacién (40) toma la forma

SK' = AK. (45)

Asumiendo que A; es diagonalizable, podemos reescribir esta ecuacién en forma
mds sencilla y explicita. La ecuacién (41) implica

A Ay, = Ay, (46)

asi que, en particular, 4;, y A;, conmutan. Matrices diagonalizables que con-
mutan se pueden diagonalizar a la vez, asi que podremos encontrar una base

10



{es} del espacio de pardmetros que es propia de A; para todo I. Si A, (l) es el
autovalor de A; correspondiente a e,, la ecuacién (46) nos dice que

Ao (1) A6 (I2) = Ao (lil2), (47)
lo cual significa que In A\, es una funcion lineal de Inl y por lo tanto
Ao (l) =197, (48)

donde y, es una constante. Escribamos ahora K en la base {e,},
K = goe,. (49)

Las componentes g, reciben el nombre de variables de escala del punto fijo K,.
En esta base, la ecuacién (45) toma una forma més sencilla y explicita,

9o =1"" g5, (50)

donde hemos usado (48). Si y, > 0, |g,| aumenta al aplicar una transformacién
del grupo de renormalizacién y se dice que g, es una variable relevante; siy, < 0,
|go| disminuye y se dice que g, es una variable irrelevante; en el caso y, = 0,
para determinar si |g,| aumenta o disminuye hay que ir més all4 del orden lineal
al que estamos trabajando y se dice que g, es una variable marginal. Nos vamos
a concentrar en puntos fijos que no tienen variables marginales. Alrededor de
estos puntos fijos, la estructura del flujo del grupo de renormalizacién puede ser
de tres formas distintas, tal como mostramos en la siguiente figura.

A
AT

Fuente Sumidero Ensilladura

Figura 4: El flujo del grupo de renormalizacién cerca de un punto fijo. Las
direcciones horizontal y vertical corresponden a dos vectores de la base propia

de Al.

El primer caso (fuente) ocurre cuando todas las variables son relevantes; el se-
gundo (sumidero) ocurre cuando todas las variables son irrelevantes; y el tercero
(ensilladura) ocurre cuando algunas variables son relevantes y otras irrelevantes.
Dado que la longitud de correlaciéon disminuye en el sentido de las flechas, un
punto fijo fuente es necesariamente critico (£, = c0), y un punto fijo sumidero
es necesariamente trivial (£, = 0); un punto fijo de ensilladura puede ser de
cualquiera de los dos tipos. El caso que nos interesa para entender el origen de

11



la universalidad es el de los puntos fijos de ensilladura que son ademads puntos
criticos. Sea K, un punto fijo de este tipo. Dado que la longitud de correlaciéon
disminuye en el sentido de las flechas, ésta es necesariamente infinita en todos
los puntos de las curvas que fluyen hacia K, (en el panel derecho de la figura
4 representamos una de esas curvas, que es la recta horizontal), y por lo tanto
estos puntos son criticos. La superficie formada por todos estos puntos criticos,
cuya dimension es igual al nimero de variables irrelevantes de K, se conoce
como la superficie critica. La representamos en la siguiente figura.

Ie

N

Figura 5: El punto fijo K, junto con su superficie critica (curva azul) y una
curva asociada a una direccién relevante. La recta punteada es la trayectoria
que describe un sistema al variar su temperatura; el punto donde esta recta se
curza con la superficie critica es el punto critico de ese sistema.

Notese que, en general, el flujo del grupo de renormalizacién no tiene nada
que ver con la trayectoria que describe un sistema en el espacio de parametros
cuando simplemente variamos su temperatura. De acuerdo con (39), esta trayec-
toria esta dada por la ecuacién K = J, donde J es un vector constante que
caracteriza el hamiltoniano del sistema, y por lo tanto es una recta que pasa por
el origen (la recta punteada de la figura 5 es un ejemplo). El punto donde esta
recta se cruza con la superficie critica es el punto critico del sistema. Sistemas
distintos tienen asociadas rectas distintas y por lo tanto sus puntos criticos
también son distintos.

Y ahora si, ya estamos en condiciones de entender el porqué de la univer-
salidad, es decir, el hecho de que muchos sistemas distintos tengan los mismos
exponentes criticos. Nos vamos a concentrar en el exponente critico v asociado
a la longitud de correlacién, pero el argumento para los demdas exponentes es
similar. Consideremos el punto fijo de la figura 5, y supongamos que tiene una
sola variable relevante, digamos g;. Consideremos también un sistema en un
punto K del espacio de pardmetros cercano a su punto critico (es decir, a una
temperatura cercana a su temperatura critica), como mostramos en la siguiente
figura.
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Figura 6: Un sistema (recta punteada) en un punto K cercano a su punto critico,
y la evolucién de este punto de acuerdo con el grupo de renormalizacién.

Eligiendo un factor de escala [ apropiado, después de aplicar una transformacion
del grupo de renormalizacién nos plantamos en el punto K’ de la figura, que es
cercano al punto fijo y donde todas las variables irrelevantes son aproximada-
mente cero. Notese que, si ahora variamos un poco la temperatura de nuestro
sistema (es decir, movemos un poco el punto K sin salirnos de la recta pun-
teada), el mismo factor de escala nos servird para llegar a otro punto K’ con
las mismas propiedades, es decir, podemos asumir que [ es independiente de la
temperatura. De acuerdo con (38) tenemos

£=1¢. (51)

Usando las variables de escala como coordenadas en el espacio de parametros,
podemos escribir & = f(g1,92,...). Dado que en K’ las variables irrelevantes
son aproximadamente cero, tenemos

&~ f(g1,0,...). (52)

Ahora, apliquemos una nueva transformacién del grupo de renormalizacién con
un nuevo factor de escala I’. Como ahora estamos cerca del punto critico, la
transformacién estd dada por (50), asi que ¢y = (I')¥1g]. Axemds, las vari-
ables irrelevantes son atin més cercanas a cero que antes (recordemos que el
modulo de una variable irrelevante decrece bajo transformaciones del grupo de
renormalizacién), asi que

&~ f((I')¥g1,0,...). (53)
Teniendo en cuenta que £’ = &'/l’, las ecuaciones (52) y (53) implican
fg1,0,...) =V f((I")" 91,0, ...). (54)

Todo el desarrollo que hemos hecho hasta ahora es vélido para cualquier valor de
I, asf que podemos elegir el valor que mas nos convenga. Eligiendo I’ = (g})~'/¥
obtenemos

f(givoa"') :a(gi)il/ylv (55)
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donde a = f(1,0,...) es una constante, y por lo tanto, por (51) y (52),

¢ = la(gy) /. (56)

Ahora fijémonos: g} es una funcién de la temperatura T' de nuestro sistema,
porque esta temperatura determina la posicién del punto K y ésta, a su vez,
determina el valor de K’ (recordemos que [ estd fijo). Nétese ademds que g = 0
cuando T = T,, porque en ese caso K estd sobre la superficie critica y el flujo
del grupo de renormalizacién no nos saca de esa superficie. Por lo tanto, para
temperaturas cercanas a la critica podemos aproximar ¢; ~ b(T — T,), donde b
es una constante, y en consecuencia

o (T =To)~ o, (57)

donde el factor de proporcionalidad es independiente de la temperatura. Con-
cluimos pues que el exponente critico asociado a la longitud de correlacién es

v=—. (58)

Como vemos, toda la informacién acerca de nuestro sistema (representado por
la curva punteada en la figura 6) se ha perdido: el exponente critico v estd de-
terminado por y1, que es una cantidad asociada al punto fijo. En otras palabras,
todos los sistemas con punto critico en la superficie critica de un mismo punto
fijo tienen el mismo valor de v. Por argumentos similares puede probarse que
lo mismo es cierto para los demés exponentes criticos, asi que recuperamos el
fenémeno de la universalidad, tal como habiamos prometido.

3.1 Ejemplo: Ising en una dimensién

El grupo de renormalizacién no sirve sélo para entender el origen de la univer-
salidad, sino también para calcular los exponentes criticos. Ahora bien, para
hacerlo hay que determinar la forma explicita de la transformacién R;, encon-
trar sus puntos fijos y ver cémo es el flujo a su alrededor, y eso es increiblemente
complicado. Por suerte, hay un caso sencillo, que es el de Ising en una dimension.
Vamos a ver ese caso. Consideremos una cadena cerrada de Ising formada por
N spines, en ausencia de campo magnético. El hamiltoniano reducido es

N
BH(s1,...,8N) = _KZSiSiJrL (59)
i=1

Supongamos que N es par y fijémonos en la subcadena formada por los sitios
pares, tal como mostramos en la siguiente figura.

14



Noétese que | = 2 en este caso. Para decimar, conviene que escribamos el hamil-
toniano reducido en una forma ligeramente distinta,

N/2
— BH(S1,...,8N) = —K232i+1(32i + 52i12).- (60)

i=1

En esta suma estamos incluyendo cada par de primeros vecinos exactamente
una vez, asi que esta ecuacién es equivalente a (59). La probabilidad de una

configuracion so, 84, ..., sy de los sitios pares es
p - 1 KZN_/IQ s2i+1(s2i+82i+2) 61
(82,84,...,81\[)—2 e i= . ( )

$1,83;---3SN—1

Podemos pensar en la suma del lado derecho como una funcién de particiéon para
los spines impares, donde los spines pares juegan el rol de un campo magnético.
Esta funcién de particién claramente factoriza, asi que tenemos

L
P(s2,54,-..,58) = & 11 Z2iv1(sais s2i12), (62)
i=1

donde Zs;11(82i, $2i+2) es la funcién de particién del sitio 2 + 1. Esta la calcu-
lamos facilmente,

Z2i41(52i, 82i42) = Z efs(2its2i2) = 9 cosh[K (s2; + S2i42)]. (63)
s==+1

Definiendo sg = 59;, tenemos entonces

/ !/ 2N/2 N/2 !/ !/
P(sy,...,8N2) = — H cosh[K (s; + s341)]- (64)
i=1

Una de las razones por las que el caso de la cadena de Ising es sencillo es que, en
este caso, el hamiltoniano reducido 8’H’ también es un hamiltoniano reducido
de Ising. Para verlo, propongamos

N/2
BH'(s,...,shys) = =K' sisiiy, (65)
i=1
de manera que
. 1 N/2
?6_5 H'(s1,-8N/2) — 7 H e sisitn (66)
i=1

Para que esta cantidad sea igual a la probabilidad (64) basta con que

el = acosh[K (5] + s741)] (67)
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para algin «. En efecto, si esto se cumple entonces el lado derecho de (64) es
igual al de (66) con Z’ = 2=N/2aZ. A primera vista, (67) parece un sistema
de cuatro ecuaciones (una para cada valor del par (sj,s; ;)) con dos incégnitas
(K’ y «), asi que de entrada pareceria no tener solucién. Pero en realidad son
s6lo dos ecuaciones, porque las dos ecuaciones con s; = sj; son la misma, y las
otras dos (sj = —sj, ;) también son idénticas entre si. Asi pues, el sistema tiene
solucién y por lo tanto el nuevo hamiltoniano reducido efectivamente tiene la
forma (65). Las dos ecuaciones independientes (++ y +—) son

X = acosh(2K) K = (68)

En realidad no hace falta despejar «, porque este parametro va a determinar la
nueva funcién de particién Z’, y esta cantidad también la podemos calcular una
vez tengamos K’ sumando e=P"H' gobre todos los estados. Para deshacernos de
a, dividimos ambas ecuaciones entre si y obtenemos

X = cosh(2K). (69)

Esta es la ecuacion del grupo de renormalizacién en este caso. La ecuacién toma
una forma mds sencilla si despejamos de ella tanh K”,

K — e K ~ /cosh(2K) — 1//cosh(2K)
el e K V/cosh(2K) + 1/4/cosh(2K)
cosh(2K) —1  2sinh® K
cosh(2K) +1 T 2cosh2 K

tanh K’

— tanh® K. (70)

Asi pues, definiendo
x = tanh K (71)

la ecuacién del grupo de renormalizacién toma la forma

z' =z (72)
Los puntos fijos son las soluciones de la ecuacién z? = z, es decir, z, = 0, 1.
Si empezamos con K > 0 tenemos x € (0,1), y es claro a partir de (72) que el
flujo del grupo de renormalizacién nos lleva cada vez a valores més pequenos de
z. En la siguiente figura representamos este flujo.

Dado que la longitud de correlacién decrece a lo largo del flujo del grupo de
renormalizacion, el punto fijo z = 0 es necesariamente trivial (£ = 0) y el punto
fijo x = 1 es critico (£ = 00). Notese a partir de (71) que = = 0 corresponde
al =00y x =1 corresponde a T' = 0, asi que estamos recuperando el com-
portamiento que obtuvimos cuando estudiamos la funcién de correlacién de la
cadena de Ising en el problema 5 de la guia 6. Calculemos por ultimo el expo-
nente critico v. En general, para hacer eso hay que diagonalizar la matriz de
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derivadas de la transformacién del grupo de renormalizacion en los puntos fijos
no triviales, pero como en este caso el flujo es unidimensional la matriz también
lo es y no hace falta diagonalizar nada. De acuerdo con (72), la transformacién
del grupo de renormalizacién es Rp(z) = 22 (recordemos que [ = 2), de manera
que A1(2) = R4(1) = 2. Comparando con (48) vemos que y; = 1, lo cual, por
(58), implica v = 1.
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