Fisica Teorica 3 — ler cuatrimestre de 2021

Guia 4: Teoria cinética — Ecuacion de Boltzmann

1. Considere un gas clédsico de particulas de masa m descripto por la funcién de distribucién de una
particula f(r,p,t), y sea x(r, p) una magnitud asociada a cada particula del gas.

(a) Si se usa la variable v = p/m, ;cudl es, en términos de f, la funcién de distribucién adecuada?

(b) Escribir la densidad de x en el punto r a tiempo ¢, p, (7, t), en términos de f. ;Cual es la funcién
X(r, p) cuya densidad es la densidad de particulas n(r,t)?

(c) Escribir el valor medio de x en r y ¢, (x)(7,t), en términos de f. En particular, escribir la
expresion integral que define la velocidad media u(r,t).

(d) Se define la temperatura T'(r, t) mediante la ecuacion {(p —mwu)?/2m) = (3/2)kT, por analogia
con lo que ocurre en equilibrio (teorema de equiparticion). Escribir la temperatura en términos de

f.

El flujo de  a través de un elemento de drea con vector normal nw siempre puede escribirse en la forma
®, = J, - n. El vector j, se conoce como la densidad de corriente de .

e) Escribir j, (r,t) en términos de f suponiendo que el elemento de drea se mueve con velocidad
v(r,t).

Usualmente se consideran dos casos: v igual a la velocidad media del gas, v = u, o v = 0. Como
casos particulares, escribir las expresiones para:

f) La densidad de corriente de particulas, 7. Aqui se toma v = (. Relacionar el resultado con u y n.

g) La densidad de corriente de calor, g, definida como la densidad de corriente de energia cinética
medida en un sistema de referencia que se mueve con la velocidad local del gas. Es decir, se toma
v(r,t) = u(r,t), pero ademds se calcula la energia en el sistema de referencia en el que el gas
estd localmente en reposo, x (7, p, t) = (p — mu(r,t))*/2m.

h) EI tensor de presion F;;, es decir, la componente j de la densidad de corriente de la componente
¢ del impulso, medida en un sistema de referencia que se mueve con la velocidad local del gas:

X(r,p,t) = pi — mu,(r,t), v = u.

2. Si una cantidad x(r, p) asociada a cada particula se conserva en colisiones binarias, es decir, si x} +
X5 = X1 + X2, entonces es posible deducir leyes de conservacion para las soluciones de la ecuacion de
Boltzmann. La forma de estas leyes es (Huang § 5.3)

/d%?)((%—F%'VTf—FF-fo) =0.



(a) Demostrar que, para y = 1, Y = p; y X = (p — mu)?/2m, resultan las siguientes ecuaciones de
conservacion asumiendo que F' no depende del impulso:
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Interprete fisicamente cada una de estas ecuaciones. ;Son suficientes para determinar n, w'y 7'?

(b) Estudiar como cambian las ecuaciones de arriba en el caso en que F' es la fuerza de Lorentz,
F = q|E + (p/m) x B] (que si depende del impulso).

. Una solucién f de la ecuacion de Boltzmann se dice de equilibrio si satisface 0f /0t = 0y, ademas,
para toda colision binaria p,, p, — p', p), se tiene

flr,p) f(r,py) = f(r,p)) f(r,ps).

Esta dltima condicién se conoce como condicién de balance detallado. Pruebe que, en ausencia de
fuerzas externas, la distribucion de equilibrio mas general es la de Maxwell-Boltzmann
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donde n, w y T son constantes. Muestre que estas constantes son respectivamente la densidad, la
velocidad media y la temperatura del gas. Calcule g y P;; para esta distribucion.

. Obtenga la distribuciéon de Maxwell-Boltzmann a partir de los ensambles microcanénico y canénico.

. Un gas en equilibrio estd a temperatura 7'y tiene densidad de particulas . Su funcidn de distribucion es
la de Maxwell-Boltzmann. Sobre una de las paredes del recipiente que contiene al gas, hay un pequeio
orificio de darea A. Asumiendo que pueda despreciarse el efecto del orificio sobre la distribucion de
equilibrio del gas, calcular el nimero de particulas que escapan por unidad de tiempo.

. Una habitacién de volumen 3 x 3 x 3 m® se encuentra en condiciones estdndar (presion atmosférica y
temperatura 300 K).

(a) Estime la probabilidad de que, en un dado instante de tiempo, una dada region de la habitacion de
volumen 1 cm? se quede sin aire debido a fluctuaciones estadisticas espontdneas.

(b) Repita la estimacion para un volumen de 1 A3,

. Encuentre la funcién de distribucion de equilibrio y la ecuacion de estado de un gas diluido de particu-

las ultrarrelativistas con velocidad media nula (note que en este caso no es vdlida la definicién de
temperatura que se dio en el problema 1d).



8.

10.

11.

Escribir la funcién de distribucién de equilibrio de un gas en un potencial externo ¢(r). Sea ng la
densidad del aire en la superficie terrestre. Determine la densidad n(z) a una altura z suponiendo
equilibrio. Despreciar la variacion de g con la altura.

. Una columna cilindrica de gas rota alrededor de su eje a velocidad angular constante w. Encuentre la

funcién de distribucién de equilibrio.

Considere un gas diluido fuera del equilibrio, y vamos a escribir su funcién de distribucién como la de
Maxwell-Boltzmann local més una correccién: f(r,p,t) = fo(r,p,t) +0f(r,p,t), con

n(r,t) (p — mu(r,t)?
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donde n, u y T' son respectivamente la densidad, la velocidad media y la temperatura del gas.

(a) ({Qué condiciones debe satisfacer df para que n, u y T sean efectivamente la densidad, la
velocidad media y la temperatura del gas?

En la aproximacién de tiempo de relajacidn se asume que hay una constante 7 con unidades de tiempo
(el tiempo de relajacién) tal que (Of /Ot)co1 =~ 6 f /T, con lo cual se tiene

of =—r1 (%—F%'Vrfo—FF'foo) +O(72).

b) Encuentre qué relaciones deben satisfacer n, w y 1" como consecuencia de las condiciones del
item (a).

¢) Pruebe que el tensor de presion tiene la forma
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5 ) - %(V'U)%} +0(7?),

y encuentre el valor de la viscosidad 7.

d) Asumiendo que el gas estd en reposo y no hay fuerzas externas, pruebe que la densidad de
corriente de calor tiene la forma
q=—kVT+O(7?),

y obtenga el valor de la conductividad térmica x.

e) Calcule el niimero de Prandtl Pr = ¢,n/x, donde ¢, es la capacidad calorifica a presién constante
por unidad de masa. Discuta la relevancia de esta cantidad.

En este problema se calcula la conductividad eléctrica de un gas maxwelliano de electrones en la
aproximacion de tiempo de relajacién. Esta es una buena aproximacién para un plasma: esencialmente,
un gas neutro de iones con poca movilidad y electrones libres que chocan inicamente contra los iones.
Es importante notar que, debido a la disparidad entre las masas de los electrones y de los iones, desde el
punto de vista de los electrones los iones son blancos fijos de masa infinita. En estos choques la energia
de los electrones se conserva, pero no su impulso. La distribucion de equilibrio, que se construye a
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partir de las cantidades que se conservan en las colisiones, carecerd por lo tanto de un término lineal en
el impulso, y por lo tanto estara dada por (I)) con u = 0. Suponga que el gas se encuentra en el régimen
estacionario.

(a) Demostrar que para la fuerza de Lorentz, F' = ¢[E + (p/m) x B], con campos E y B inde-
pendientes del tiempo, las condiciones que deben satisfacer n y 7" en (1)) para ser la densidad y la
temperatura del gas de electrones se satisfacen automaticamente.

(b) Demostrar que la velocidad media del gas de electrones estd dada por

™qE

nu = —%V(nkT) + +O(7?).

m

Multiplicando por g se obtiene la corriente eléctrica; el término proporcional a E es la conduc-
tividad. Al margen de esto, se ve que un gradiente de temperatura también genera una corriente
eléctrica.



