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Problema 1

(a) Si N4 y N, son respectivamente los nimeros de particulas con spin hacia
arriba y hacia abajo, tenemos

E=¢Ny—Ny)  N=N+N, (1)

y por lo tanto
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En el microcanénico, pues, N4+ y IV, estan fijos. Para especificar un microestado
tenemos que decir cudles son las Ny celdas ocupadas por particulas con spin up
y cudles las IN| celdas ocupadas por particulas con spin down. El nimero de
formas de hacer eso es

“= (%) <M1;¢NT> - NT!NUJ(\ﬁ - ¥

Por lo tanto, la entropia usando Stirling es

Ny

S =klogQ
=k[MlogM — Nylog Ny — Ny log Ny — (M — N)log(M — N)], (4

lo cual, junto con (2), responde a la pregunta de este item.

(b) Para calcular E en funcién de T, primero calculamos T en funcién de E,

L 05 1 (05 95N\ _ kg Mk LEE/Ne
T 0E 2 \0N; ON,) 2 °N,  2¢ ®1-E/Ne

Exponenciando obtenemos

1+ E/Ne g5
1-E/Ne °©

de donde despejamos la energia,

efe — e~ he

E= —Nem = —Netanh(fe). (7)
Calculemos ahora la presién,
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Ya estd, esta ecuacién nos da la presién en funcién de la temperatura. En el
régimen N < M tenemos
kT kKI' N  NEKT
~—log(l-N/M) ~ —— = ——, 9
P log(l— N/M) = =1 = = ©)
es decir, recuperamos la ecuacion de estado del gas ideal.

(¢) Si las particulas son distinguibles, eligiendo cuéles son las N4 celdas ocupadas
por particulas con spin up y cudles son las N| celdas ocupadas por particulas
con spin down aun no hemos especificado el microestado. Falta agregar a cada
celda ocupada un numerito, que indica cudl es la particula que ocupa esa celda.
Tenemos N! formas de hacer eso, asi que

Qdist = QindN! (10)

y por lo tanto
Sdist = Sind + Nlog N — N. (11)

Otra forma de llegar a la ecuacién (10) es la siguiente. Para especificar un
microestado, primero tengo que elegir cudles son las Ny particulas con spin up
(lo cual autométicamente determina cudles son las N particulas con spin down)
y, una vez hecho eso, colocar cada particula en una celda. El nimero de formas
de hacer eso es

Qdist:<N>M(M—1)...(M—N+1)— ok M (12)
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Comparando con (3), vemos que este resultado es exactamente lo mismo que
(10).

Problema 2

(a) Como las particulas del sélido son distinguibles, tenemos
Zy =7 (13)
donde N es el niimero de particulas del sélido y
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Para el gas tenemos
1 N,
Zg = N 'Zlg‘ , (15)
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donde Ny es el ntimero de particulas del gas y

& pd® v,
Zhg = 723 9 =" /2m+e0) — o=Peo 3 (16)

donde Vj es el volumen del gas.
(b) La condicién que expresa el equilibrio entre sélido y gas es la igualdad

de potenciales quimicos, 11s = 1. El potencial quimico se calcula a partir de la
funcién de particion por la ecuacién

OF 0
=—=—kT——logZ. 17
B= o 5N 08 (17)
Asi pues, el potencial quimico del sélido es
kT\?
s = —kTlog Z1, = —kTlog | — | (18)
hw
y el del gas es
Zl 6_560
= —kT1 =9 ) = —kTlog —. 19
ig og ( Ng) 083 (19)
Igualando ambos potenciales quimicos obtenemos pues
3 _Beo 9 N\ 3/2
ng = fo SER (L e Peo, (20)
‘ kT A3 2wkT

El gas es un gas ideal, asi que su presion estd dada por la ecuacion de estado
del gas ideal,

mw? 3/2 1 —eo/KT

La presion tiende a 0 cuando la temperatura va a 0 y también cuando va a oo,
asi que cualitativamente tiene esta pinta.
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(c) Se trata simplemente de encontrar el maximo de la presién, porque para
temperaturas inferiores la pendiente es positiva. Lo haremos tomando 3 como
variable en lugar de la temperatura, que es un poco més facil:

0=p(8) = (“;‘;)/ﬁ (375~ V). (22)

Por lo tanto, el méximo estd en 8 = 1/2¢j o, lo que es lo mismo,
T = 26()/]i3. (23)

Esta es la maxima temperatura a la que el sélido y el gas pueden coexistir en
equilibrio.

Problema 3

(a) Determinamos « imponiendo que la integral en los momentos de la funcién
de distribucién sea la densidad,

N oo
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de donde sacamos N .
c
T v (ﬁ) ‘ (25)

La energia total del gas es la densidad de energia multiplicada por el volumen,

E= V/d3pcpf(13) = 47era/ dppPe= PP
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(b) Calculemos primero el fluyjo @ de particulas. Eligiendo los ejes de forma
que el vector normal al agujero sea Z tenemos
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donde en el paso de la segunda linea a la tercera hemos usado que la integral en p
que aparece al final de la segunda linea es la densidad de particulas dividido 4,
y en el paso de la tercera linea a la cuarta hemos hecho el cambio de variables
x = cosf. La integral en 6 va hasta 7/2 porque no hay particulas entrantes,
sélo salientes. A partir de este resultado obtenemos inmediatamente la derivada
temporal del ntimero de particulas,

. ac
N =—-®a=——N. 28
v (28)
Recuerden el tema de los signos: ®a es el nimero de particulas que escapan por
unidad de tiempo, y N es menos ese ntmero. Nétese que, precisamente porque
el nimero de particulas que escapan es positivo, N disminuye y por lo tanto IV
es negativo. Vamos ahora con el flujo de energia,

o= 2 =nelep-3) :c/d"’pcpﬁ'éf(ﬁ’)
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donde, de vuelta, en el paso de la segunda linea a la tercera hemos usado que la
integral en p que aparece al final de la segunda linea es la densidad de energia
dividido 47. Y con esto ya sacamos la derivada temporal de la energia,

. ac ac
E=-®a=-—F=—3—NkT.
== 3V (30)

(c) Comparando las ecuaciones (28) y (30) vemos que

E = 3NkT, (31)

lo cual implica que la temperatura es constante,

T =0. (32)



