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Problema 1

(a) Este item se puede resolver de dos maneras, una muy sencilla pero algo imag-
inativa, y otra mas mecanica pero también mas cuentosa. Empezamos con la
manera sencilla: la presién se obtiene derivando Helmholtz, pero a temperatura
cero Helmholtz es igual a la energia, F = E — TS = E, asi que

oF oE
b= v oV (1)

Bueno, calculemos la energia,

d*pd’q 4 r/e V. rep\d
E =g, /,,< s P = gsﬁ4ﬂc/0 dpp® = gs75me (?F) ¢
cp<ep

Necesitamos la energia de Fermi. Calculémosla,

d*pd3q |4 V4 rep\3
N:gs/ :gs*\/ dgngsif’ir — ] - (3)
cp<er h3 h3 p<er/c h33 ( c )

En el dltimo paso simplemente hemos notado que la integral que nos quedaba es
el volumen de una esfera de radio ex/c. De esta ecuacién despejamos la energfa

de Fermi,
3 N 1/3
—h = 4
r C<4wgsv> , (4)

y comparando (2) y (3) podemos reescribir la energia de forma més sencilla,

3
E = Ner. (5)

Y ahora sacar la presién es un momento,

3E _ 3 aEF _ NEF
v iNov T (6)

p:

Ya estd, esta ecuacién junto con (4) nos da la presién de un gas ultrarrelativista
a temperatura cero. La presién de cada uno de nuestros dos gases se obtiene
reemplazando s,V por s1, Vi v sg, Va.

Vamos ahora con la manera mas mecédnica y cuentosa. Calculamos la funcién



de particion,

d*pd?
log Z = gs/%log(l + ze=PeP)

= 93%471'/ dpp®log(1 + zePP)

=gs—= h3 ( > / dx 2% log(1 4 ze™™)
— | 2%log(1 + ze™* |OO+/OodxxSZ€w
N gs 3 & o o 1+ ze™®
1 3
gs h3 xzflem +1

|4
—géhg&r( ) £, )
donde en el dltimo paso hemos usado que I'(4) = 3! = 6. La presion es
kT (kT)*
= —logZ = g 81—+
Para determinar la presion a temperatura cero, recordamos que temperaturas

bajas corresponden a fugacidades altas y, consecuentemente, expandimos f4 al
orden més bajo en Sommerfeld,

ET)* (log 2)* T e‘}p
P = gs8m ((hc))3 ( i! ! B gsg(hc)?" )

fa(2). (8)

La energia de Fermi ya la calculamos por el otro método, pero la vamos a
volver a calcular mediante el método que estamos usando ahora. El nimero de
particulas se obtiene derivando la funcién de particién,

0 Vv kT
N=:logz = g 8w< ) 5a(2). (10)

Aplicando Sommerfeld de vuelta obtenemos

logz 4 €r\3
Ng587TV<hc) 3! 7gs3ﬂv(hc)' (11)

Esta es la misma ecuacién que (3), asi que de acd despejamos exactamente el
mismo resultado que antes para la energia de Fermi, ecuacién (4). Comparando
las ecuaciones (9) y (11) recuperamos exactamente el mismo resultado de antes
para la presién, ecuacién (6).

(b) En el equilibrio se igualan las presiones, p; = ps. Como los ndmeros de
particulas son iguales, esto es equivalente a

€F1  €F2

= 2 12



Usando nuestra expresién explicita para la energia de Fermi, ecuacién (4), esta
ecuacion toma la forma

1 _ 1 (13)
g PV gl
de donde sacamos 1
E = (951> . (14)
Vl s,

Todavia no hemos terminado porque nos piden el volumen de cada gas, y esta
ecuacion s6lo nos da el ratio entre ambos volimenes. Bueno, usemos el dato del

volumen total,
1/4
9s1
1+ () . (15
Gss ] )

Ahora si, de acd despejamos el volumen del primer gas,

.
V=V1+V2=v1(1+2)=vl
Vi

Vi = Wa (16)

y de ahi sacamos el del segundo,

1/4

s 1%

Vo = (91> Vi = ———1 (17)
Yso 1+ (952>

s,

lo cual cierra este item.

(c) En el régimen de temperaturas altas, la ecuacién de estado es la del gas
ideal comun, aunque las particulas sean ultrarrelativistas. Esto lo podemos
recordar de la gufa 3, o lo podemos rededucir facilmente: a temperaturas altas
tenemos z < 1y por lo tanto f,(z) ~ z. Comparando las ecuaciones (7) y (10),
vemos que en ese caso log Z = N, y reemplazando esto en la primera igualdad
de (8) obtenemos la ecuacién de estado del gas ideal, p = NKT'/V. La presion,
entonces, no depende dels spin, y por lo tanto en el equilibrio los volimenes de
ambos gases son iguales.

Problema 2

(a) El logaritmo de la funcién de particién candnica es una suma sobre estados
monoparticulares. Podemos escribir esa suma como la contribucién del funda-
mental (que es el estado extra) mds la de los excitados,

log Z = log Zy + log Zexe.- (18)



Cada uno de estos términos es
log Zy = —log(1 — z)

d*pd*q —Beo —Bp%/2m
logZeXC:—/ = log (1—26 Beo o=Pp~/2 ) (19)

Podriamos calcular la integral explicitamente, pero no hace falta: es el logaritmo
de la funcién de particién grancanénica de un gas bidimensional de toda la vida,
sélo que evaluada en una fugacidad ze#¢,

A —Be
log Zeye = ﬁgz(ze B o). (20)

Juntando todo obtenemos la funcién de particién de nuestro sistema,
A L (peBeo
logZ = —log(1—z) + Fgg(ze ). (21)

El niimero de particulas se escribe también como la contribucién del fundamen-
tal més la de los excitados,

N:N0+Nexc~ (22)

Cada uno de estos términos es la derivada respecto a z de la contribucién cor-
respondiente a la funcién de particién,

0 1
N() = Z&lOgZO = ,3'_17

—1
0 A —Be A B
Nexe = 25 log Zexe = ﬁgl(ze Beoy = 2 log(1 — ze~P<0), (23)
donde en el dltimo paso hemos usado que g;(z) = —log(1 — z). Juntando todo
obtenemos el nimero de particulas,
1 A
— —Be
N = g —Flog(l—ze o). (24)
Por tltimo calculamos la energia,
0 A A
E= ~95 log Z = kTﬁgg(ze_ﬁeo) - log(1 — ze P<0)eq. (25)

(b) Para z < 1 el nimero de particulas en el fundamental es finito y por lo tanto
despreciable frente a N, asi que

A —pPE
N = =5 log(1 - ze Beoy (2 < 1). (26)
En cambio, para z = 1 el nimero de particulas en el fundamental diverge y en
consecuencia ya no es despreciable frente a IV,

A
N =Ny — 2 log(1 — e~Pe) (z=1). (27)



Dado que —log(l — z) es una funcién creciente de x, en el primero de estos
regimenes tenemos n < —A"2log(1 — e7#), y en el segundo es al revés. La
densidad critica n. es la que marca la frontera entre ambos regimenes, asi que

1

2 log(1 — e=F<0), (28)

Ne
Notese entonces que z < 1 corresponde a n < n.y z = 1 corresponde a n > ne.

Para densidades menores a la critica la fraccién de particulas en el fundamental
se anula, y para densidades mayores se despeja de (27), asi que

f:{() . n < Ne (29)

1—-—2 n>n,,

donde hemos usado (28). El grafico de f es como sigue.

f

(c) Para densidades menores a la critica (z < 1), dividiendo la energfa (25)
por N y usando (26) obtenemos

E kT

N ng(ze_ﬁeo) + € (n < ne). (30)

Falta expresar z en funcién de n, lo cual hacemos usando (26) otra vez,
zemPeo =1 — N (n < ne). (31)

Reemplazando en (30) obtenemos lo que se pide,

E kT
7= el - ) ra (<), (32)

Para densidades mayores a la critica (z = 1) la ecuacién (25) dividida por N da

E kT n
— —Beo ¢
N = e g2(e770) + €0 (n > ne). (33)



Y ya estd, ya tenemos la energia por particula en funcién de la densidad. Para
graficarla, notemos primero que para densidades muy bajas g2(1 — e_"’\z) ~
g2(nA?) ~ nA?, de manera que en el limite n — 0 la energia por particula tiende
a kT + €p. Sinos pudiéramos seguir creyendo la ecuacién (32) para densidades
arbitrariamente altas obtendriamos E/N — ¢y cuando n — oo, pero a partir de
la densidad critica la energia por particula empieza a decaer a cero como 1/n.
Por lo tanto, el grafico es mas o menos como sigue.

=t

kT + ¢y

8l-------r;
3

Problema 3

(a) La parte del hamiltoniano que involucra un spin dado, llamémosle 3, es
Hy = —Js-%]_ | 8. La aproximacién de campo medio consiste en reemplazar
todos los spines vecinos por la magnetizacion, es decir,

(b) Los estados de nuestro spin son vectores unitarios que pueden apuntar en
cualquier direccién del espacio, asi que la funcién de particién candnica es una
integral en el angulo sélido,

Z) = / dQ ePIms, (35)

Si tomamos el angulo polar 6 como el dangulo con la direccién de m tenemos
m -8 =mcosf y la integral se calcula facilmente,

2T ™ 1
A :/ dgp/ df sin  eP/rmeost — 277/ dx ePIrme
0 0 -1

27 sinh(8Jym)

— BJym _ o=BJym) _ 4
BJym (e ¢ ) g BJym (36)
(c¢) De la ecuacién (35) vemos que
1
m = (§) ﬂva og Zy (37)



Como Z; s6lo depende del moédulo de la magnetizacién, usando la ayuda del
enunciado obtenemos
1 0 1

m = B—J’y% log Z1 = coth(BJym) — W = f(T,m). (38)

(d) La temperatura critica T, estd determinada por la ecuacién

of

o =1 (39)

T=T.,m=0

Usando la ayuda del enunciado, podemos reescribir f como

_ BJym

f(Tym) = 3 +O(m?), (40)
asi que
of _BJy

Comparando con (39) vemos que la temperatura critica estd dada por 8.Jv/3 =
1 o, lo que es lo mismo,
Jy
T.= —. 42
3k (42)



