Fisica Teorica 3 — ler cuatrimestre de 2022

Guia 6: estadistica cudntica I1

Estadistica de Bose—Einstein

1. (a) Calcular log Zgc para un sistema de bosones de espin s, en d dimensiones y con una relacién
entre la energia y el impulso €(p) = ap™, donde o y n son mayores que ceroy d > 1. (Por
analogfa con el caso usual, conviene definir una longitud térmica ), proporcional a 51/™.)

(b) Encontrar la relacion entre la energia mediay PV'.
(c) Encontrar la ecuacién que define z en términos de NV, V' y T

(d) Encontrar la condicién que deben cumplir n y d para que sea posible tener condensado para valo-
res no nulos de la temperatura y el volumen por particula, v = V/N, en el limite termodindmico.

(e) (Puede haber condensado en el limite termodindmico para un gas bidimensional con € = p*/2m?
(f) Asumiendo que se estd en un caso en donde puede haber condensado, ;cudl es el valor critico del
pardmetro v/\%?

(g) Asumiendo que se estd en un caso en donde puede haber condensado, encontrar, en el limite
termodindmico, la fraccién de particulas en el nivel fundamental: i) como funcién del pardmetro
v/ A, ii) como funcién de la temperatura, asumiendo v constante, iii) como funcién de v, asu-
miendo 7' constante.

(h) En 3 dimensiones y para ¢ = p*/2m
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Encontrar la generalizacion de estas ecuaciones para bosones en d dimensiones y con € = ap”,
asumiendo que se estd en un caso en donde puede haber condensado.

2. Suponga que la funcidén de particion de un sistema bosénico es tal que

2
log Zac = —log(1 — 2) 4+ 2VT3 % log (2 ) .
-z

Esto no pretende ser la ecuacién de ningtin sistema real, pero se ajusta al objetivo del problema, a saber:
ver como aparecen las discontinuidades en las funciones termodindmicas (o en sus derivadas) cuando
N — o0. La eleccion de la ecuacion fundamental permite encontrar z explicitamente, sin necesidad de
invertir las funciones g,, sino resolviendo una simple cuadritica. Aunque todo puede resolverse sobre
el papel, el objetivo no es ese. El problema sélo tiene sentido si se trabaja en la computadora y se
pueden hacer los grificos de manera inmediata.

(a) Demuestre que la ecuacion que determina 2 en términos de /N, v y T’ es una cuadrética.

(b) Encuentre el valor critico del parametro v7/2.



(c) Encuentre la solucidn de la cuadratica que corresponde al caso fisico con 0 < z < 1.

(d) Grafique la fraccion ny de particulas en el nivel fundamental como funcién de 7" para vy N
constantes. Observe qué ocurre al tomar valores cada vez mayores de /V.

(e) Grafique la presién p como funcién de v para 7'y N constantes y analice lo que ocurre al tomar
valores cada vez mayores de V.

(f) Grafique la energia por particula U /N como funcién de 7" para v y N constantes y analice lo que
ocurre al tomar valores cada vez mayores de /V.

(g) Idem para el calor especifico a volumen constante.

3. Un sistema estd compuesto por /N particulas libres. Cada particula puede estar en dos estados, con
energias 0y € > 0 respectivamente. Calcule la fraccion de particulas en cada nivel en estos dos casos:
i) las particulas son distinguibles, ii) las particulas son bosones idénticos. Para NV fijo, graficar las
fracciones en funcién de 7', y viceversa (usar escalas logaritmicas). Demostrar que para 7' > 0, cuando
N — o0, la fraccién de bosones en el nivel fundamental tiende a 1, mientras que en el sistema de
particulas distinguibles es una funcién no nula de 7', independiente de V.

4. Considere un gas ideal de Bose—FEinstein cuyas particulas tienen grados de libertad internos. Asuma
que sélo es necesario tomar en cuenta el primer nivel interno excitado, con energia €; por encima del
nivel fundamental de energia £/ = 0. Si la temperatura critica del gas sin grados de libertad internos es
T?, muestre que en los limites en que €; > kT° y ¢ < kT2 la temperatura critica del gas que s tiene
grados de libertad internos es, respectivamente,

T. 2e—€1/kT¢ T. 1\3 24/3 TEq 1/2
=g #=0) |eg (@)
Férmulas utiles:
gy(z):z+j+..., gy(e_a):eri(_nl!)nC(Vn)a”.

n=0

5. Considere un gas de bosones de espin 1, a temperatura 7" y densidad 1/v. Si se aplica un campo
magnético [, la energia de las particulas adquiere una contribucién — Hmys, donde s puede tomar los
valores —1,0 y 1. Asumir que / y m, son mayores que cero.

(a) Escribir las energias de los autoestados de las particulas y los correspondientes nimeros de
ocupacion, definiendo fugacidades efectivas z; = exp[B(u + Hmygs)] = ze®®.

(b) Escribir la ecuacién de estado en forma paramétrica, es decir, PV y N como funciones de z
y T. Tener en cuenta que puede haber una fase condensada. Interpretar los limites x — 0 y
T — 00.

(c) Escribir la ecuacion que determina la temperatura de condensacion 7. y resolverla de modo
aproximado en los casos en que x, evaluada en 7., sea mucho mayor que 1 0 muy préxima a
cero. Las férmulas dadas en el enunciado del problema anterior también pueden ser ttiles aqui.



6. La condensacién de Bose—Einstein fue experimentalmente obtenida por primera vez en 1995, confi-
nando a las particulas mediante potenciales arménicos. Suponga que las particulas estan atrapadas en

un potencial de la forma V (r) = §mw2r2. Los estados de una particula estan dados entonces por 3

numeros, n,, n, y N, enteros mayores o iguales que cero, y la energia de cada estado es
€ngnym. = Mw(ng +ny +n;).

(EI cero de energia se ha redefinido para anular la energia del nivel fundamental.)

(a) Escriba el nimero medio de particulas como una suma sobre los estados de una particula. Igno-
rando por ahora los problemas asociados al nivel fundamental, ;qué condicién debe pedirse para
poder aproximar la suma por una integral?

(b) La manera mds directa de transformar la suma en una integral consiste en escribir una integral
para cada una de las sumatorias, sobre n,, n, y n., respectivamente. La integral tridimensional
resultante involucra una funcién de n, + n, + n., y puede reescribirse de manera mas sencilla
observando que el integrando es constante sobre planos de la forma n, + n, + n, = c, que
en el octante n,,n,,n, > 0 definen tridngulos equildteros de lado ¢, con normal (1,1,1)/ V3.
Calcule el volumen infinitesimal que corresponde a cada tridngulo en términos de c y dc y rescriba
la integral como una integral sobre c. Finalmente, escriba todo en términos de alguna de las
funciones g, (z).

(¢) Un método alternativo para escribir N surge de observar que el mismo cambio de variables ¢ =
ng + ny + n, hecho en la integral triple del item anterior podria haber sido hecho antes de pasar
de la suma a la integral. En otras palabras, en lugar de sumar sobre n,, n, y n., podria haberse
sumado sobre niveles de energia m, incluyendo una multiplicidad. Calcule el nimero de estados
de una particula con una dada energia mhw y reescriba la suma sobre estados como una suma
sobre m. Puesto que se tiene una suma en lugar de tres, el paso a la integral lleva directamente a
una integral unidimensional. Reobtenga asi el resultado del item anterior.

(d) Cuando el potencial quimico se aproxima arbitrariamente a la energia del nivel fundamental,
el numero de particulas en dicho estado se vuelve macroscopico: (por qué? Calcule bajo esas
condiciones cudntas particulas se encontrardn por encima del nivel fundamental.

(e) Halle la temperatura critica y discuta el limite termodindmico.

(f) Calcule la energia del gas para temperaturas por debajo de la critica.

7. Considere un sistema de bosones idénticos que no interactian entre si. Cada particula puede tener dos
energias, 0 y ¢ > 0. EI nivel fundamental no estd degenerado, mientras que el nivel excitado tiene
una degeneracion g = aV', donde V es el volumen que ocupa el sistema y « es una constante con
dimensiones de (volumen) . El sistema esta en equilibrio a temperatura 7'y fugacidad z.

(a) Escriba el logaritmo de la funcion de particion grancandnica del sistema, y a partir de ahi obtenga
el nimero de particulas, /V, la presion, p, y la energia, U, como funciones de 7', V' y z (despre-
ciando las contribuciones que se anulan en el limite termodindmico).

(b) Obtenga z y la fraccién de particulas en el estado fundamental, f, como funciones de 7'y v =
V/N en el limite termodindmico. Grafique f a 7" constante y a v constante.



8.

10.

(c) Obtenga p y el calor especifico a volumen constante, ¢y, como funciones de 7"y v. Grafique p a
T constante y ¢, a v constante.

Pruebe que la entropia por foton en la radiacion de cuerpo negro es independiente de la temperatura, y
en d dimensiones espaciales estd dada por

fo:l n-!

Do

Pruebe que la respuesta habria sido s = d + 1 si los fotones obedecieran la estadistica de Boltzmann.

s=(d+1)

Considere un sélido de n dimensiones con excitaciones que tienen una relacion de dispersion w = ak?®,
donde w es la frecuencia angular, £ el médulo del vector de onda y o una constante. Cada excitacién
contribuye a la energia con € = hw.

(a) Calcule la densidad de estados g(w) en la aproximacién de Debye, es decir considerando al sélido
como continuo. Escriba la expresion para la energia del sistema.

(b) Demuestre que para temperaturas muy bajas la dependencia del calor especifico con la temper-
atura es Cy, ~ T ™/5.

(c) (Cual es la dependencia de C'y, con la temperatura en el limite de temperaturas altas? En el mismo
limite, ;cémo depende de ~2? No hace falta hacer cuentas.

En un monocristal de cobre cada dtomo tiene un solo electrén que contribuye a la conduccién eléc-
trica. Asumiendo que éstos no interactian entre si, ni tampoco con los iones de la red cristalina, de
forma tal que pueden considerarse como libres, las tnicas contribuciones al calor especifico serdn las
provenientes de las vibraciones de la red y las de la energia cinética de los electrones de conduccion.

(a) Encuentre la temperatura de Debye.
(b) Calcule la temperatura de Fermi.
(c) (Coémo serd dependencia del calor especifico con la temperatura cuando 7" — 0?

(d) (Cudnto valdra aproximadamente cy a temperatura ambiente?

Datos: densidad de d4tomos del cobre: n = 8.5 x 10%® m~—3; velocidad del sonido efectiva: ¢, ~ 2600
mis; k= 1.4x 1078 J/K; h = 6.62 x 1073 Js; m, = 9.1 x 10" ke,



