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Problema 1

(a) Digamos que el campo magnético apunta hacia arriba. El ntmero de elec-
trones con spin hacia arriba es igual al nimero de estados monoparticulares con
spin hacia arriba y energia menor a la energia de Fermi,
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En el dltimo paso simplemente hemos usado la férmula del drea de un circulo.
El nimero de electrones con spin hacia abajo es el nimero de estados con spin
hacia abajo y energia menor a la de Fermi,
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Es claro entonces que, para que todos los spines apunten hacia arriba, necesita-
mos uB > ep. Ademds, en ese caso la ecuacién (1) nos da el nimero total de
particulas. De las dos cosas obtenemos

A
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de manera que el minimo valor que debe tomar B para que todos los spines
apunten hacia arriba es
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(b) Para B < By, el nimero de spines apuntando hacia abajo estd dado por el
segundo caso de (2). Sumando esa ecuacién y la ecuacién (1) obtenemos
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, de modo que
K N

Para B > By, la ecuacién (1) da el ntimero total de particulas, as{ que de ahi
despejamos la energia de Fermi,
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El grafico de la energia de Fermi en funcién de B es entonces el siguiente.
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., Cémo entender este resultado? Por simplicidad, hagamos de cuenta que, para
cada nivel de energia y cada orientacion del spin, hay un solo estado monopar-
ticular (no es asi en realidad, pero asumdmoslo para simplificar la discusion).
En la siguiente figura se muestran los niveles con spin up (columna izquierda)
y spin down (columna derecha) para varios valores de B. Los estados con un
puntito son los ocupados (la figura corresponde a N = 4). El nivel marcado en
rojo es el de Fermi (méxima energia ocupada).
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A medida que vamos aumentando B, los estados de spin up bajan de energia
y los de spin down suben. Para minimizar la energia del sistema, hay una
transferencia de particulas de los estados de spin down a los estados de spin
up. Mientras dura esa transferencia, la energia de Fermi se mantiene constante;



cuando ya no quedan particulas por transferir, la energia de Fermi empieza a
bajar.

Vamos ahora con la magnetizaciéon M = Ny — N, (pueden dividir por N, o
por A, y/o multiplicar por y; pueden usar la convencién que quieran). Eso es
muy fécil: para B < By le restamos a (1) el segundo caso de (2) y obtenemos

A
M= 2 —A4mmuB (B < By). (8)

Para B > By tenemos Ny = N, N| = 0, asi que la magnetizacién es

M=N (B> B)| (9)

Grafiquemos.
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La interpretacién de esto es facil: a medida que aumenta B, aumenta el nimero
de spines alineados con el campo, hasta que no puede aumentar mas porque no
hay mas particulas.

Problema 2

(a) Calculamos el nimero de particulas a partir de la distribucién de Bose-
Einstein,
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N = / T A am eyl — 1 (10)

Definiendo la fugacidad efectiva z, = ze P/l esta ecuacién toma la forma

d?q d?p
N = / eﬂpz/Qm — / / _1eBp2/2m — 1 (11)

La integral en momentos ya sabemos cuanto vale: es la densidad de particulas
de un gas de Bose “de toda la vida” en dos dimensiones, sélo que evaluada en




la fugacidad efectiva. Asi pues,

L
N = %/o dy g1(zy). (12)

Cambiando variables de y a z,, y usando que dz,/dy = —(fBa/L)z,, obtenemos

L1 [ g1(zy) L2 1
N=——— dz Y / dzy g5(2
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L2 1
= X a [92(2) — g2(zL)] - (13)
Asi pues, el nimero de particulas es
I? 1 —Ba
=32 a [92(2) — g2 (277)]. (14)

Cuando a — 0, tanto el numerador como el denominador tienden a cero. Para
resolver la indeterminacién, expandimos el dltimo término a primer orden en «,

go(2e7P) ~ go(2 — 2Ba) ~ ga(2) — zBagh(z) = ga(2) — Bagi (). (15)
Reemplazando en (14) obtenemos

N=50()  (a—0) (16)

que es el resultado que ya conocemos para un gas de Bose bidimensional en
ausencia de potencial externo.

(b) El valor critico de la densidad se obtiene tomando z = 1 en (14),
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Para densidades mas altas, tenemos un condensado de Bose-Einstein. En el
caso a = 0, la ecuacién (16) da n. = oo, es decir, no hay condensacién de Bose-
Einstein en dos dimensiones en ausencia de un potencial externo. ;Por qué el
potencial hace que si la haya? Al agregar el potencial estamos haciendo subir
la energia de todas las particulas que no estan en la base del recipiente, y = 0.
Por lo tanto, hay menos estados de baja energia y es mas probable que uno de
ellos (el fundamental) se pueble macroscépicamente.

(c) Para n < n. tenemos z < 1, de manera que el nimero de particulas en
el fundamental, Ny = 1/(z~! — 1), es finito y por lo tanto la fraccién f = No/N
se anula. Para m > n. tenemos z = 1 y la ecuacién (14) debe ser corregida
agregando la contribucién del fundamental,

L? 1

N = N,
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[€(2) = g ()] = No + L?n. (18)



Despejando de acd obtenemos

F=1-22 (a>n). (19)
n
Esto lo graficamos facil.
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Problema 3
(a) Notemos primero que
N
> si=Ni—-N-, (20)
i=1

porque cada spin que apunta hacia arriba contrinuye con +1 a la suma, y cada
spin que apunta hacia abajo contribuye con —1. Asi pues, si H = E tenemos

J

—-—(Ny —N_)?=E 21
(N, - N (21)
y por lo tanto
—2NFE
N, —-N_=+ T (22)
El signo menos dentro de la raiz no debe inquietarnos, porque £ < 0. Escribi-
endo N_ = N — N, en esta ecuacién obtenemos
1 —2NFE
lo cual implica
N_=ng. (24)

El hecho de que haya dos soluciones para (N, N_) no tiene mayores consecuen-
cias, como vamos a ver en un momento.



(b) Si el sistema tiene energia E, entonces puede tener o bien n4 o bien n_
spines apuntando hacia arriba. El nimero de microestados es entonces

QE) = Qny) + Qn_) = <N> 4 <N> P (25)

ny n_ nyln_ !’

Las dos soluciones que encontramos en el item anterior son las responsables de
ese factor 2. La entropia es entonces

S=klogQ=k[NlogN —nylogny —n_logn_]|, (26)

donde hemos tirado el término log 2 por ser despreciable en el limite termodina-
mico. Vemos que, efectivamente, el hecho de haber encontrado dos soluciones
en el {tem anterior no tiene consecuencias. Esta ecuacién, junto con (23), es la
respuesta a la pregunta que nos hacen.

(c¢) La temperatura la calculamos derivando la entropia,
1 98 Ony (O0S  OS\ _ Nk —J1 ny
T 9E  O0E \on, on_) 27V a2NE ®n_
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Nétese a partir de (22) que /—2NE/J = £Nm, asi que podemos reescribir
esta ecuacién en términos de la magnetizacion,

1 ko 1+m
L T 2
T~ "2Jm ®lgm (28)

La expresion en el lado derecho es la misma tanto si nos quedamos con el signo
de arriba como si elegimos el de abajo, asi que

1 kll—i-m

T: 2Jm Oglfm’ (29)
y por lo tanto
kT 1+m
= —log— =
m= o log T = fr(m), (30)

tal como se nos pedia demostrar. Estudiemos esta ecuacion graficamente: grafi-
camos las curvas y = m e y = fr(m), y los puntos donde se cruzan son las
soluciones de la ecuacién. Para graficar fr, notemos que esta funcién es impar
y tiende a infinito cuando m — 1; notemos también que su pendiente en el
origen aumenta con 7. Obtenemos, pues, el siguiente grafico.
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La curva negra es la curva y = m; la roja, y = fr(m) para temperaturas bajas;
la azul, y = fr(m) para temperaturas altas. Asf pues, a temperaturas bajas
tenemos soluciones no nulas para la magnetizacion, a temperaturas altas no. La
temperatura T, que marca la frontera entre ambos regimenes es aquella para la
que la pendiente de la curva en el origen coincide con la de la recta, es decir,

fr.(0)=1. (31)

Claramente, f7.(0) = kT/J, asi que

T, =

?T.\ <~




