Ensambles

Lectura: M. Kardar Cap. 4; R. K. Pathria & D. Beale Caps. 1-2.
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» Mecanica Estadistica: Postulado de equiprobabilidad

1 .
WE) Si £ = Esistema

0 en otro caso

Dado el niimero de p-estados en

En Liouville vimos peq = f(H(pi, qi)).
funcion E, Q(E). Pe(n) = {

Ensamble microcanénico
En mecanica clasica describimos por {p;, g;} de las N particulas, y tomamos
estados con E < H(u) < E + A. Asi,

QE, ) = — dNpd*Nq
Wo JE<H(p,q)<E+A
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» Conexion con la termodinamica

Conocido Q(E) definimos | S(E) = kgInQ(E)
Dos sistemas en contacto térmico con H = H; + Hs, entonces p = p11 ® pio

QE) =) N(E)%(E-E)  iEsaditiva S?
Ex

SeaE yE donde alcanza el maximo los
sumandos Q; (E1)Qs(E3) con Ey + E; = E.

01 (E1)0 () <QUE) < 291(5)92@2)

kB N0y <S < kB In 019 + kB In %
E/E,

Si N1, Ny — oo conlnQj < N; & E o< Ni + N, entonces S = S; + Sy + O(InN)
Aditiva!
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iPero donde estaba el maximo de Q4 (E;)Q(E — E1)?

0 o 0

= %10, (EDW(E - B = L0, -
0 aEl[ 1(E1)Qa( 1)] oE, Q16/_,_-2( 1)=0
o0, 00 109, 109,
Q _Q i

296, Y9E, T 0,06 0B

105 195,

ks OF, _ kg OF;

T 1
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» Entropia Estadistica & Informacion
Como medimos la cantidad de informacién que nos falta al solo conocer una ley

de probabilidad {p;}. Esa falta de informacién es una funcién
S(p1,..-pm) = —k E%:l pmIn(pm) que si es equiprobable vale kIn M
e Es mdxima cuando es equiprobable.
e Es minima cuando un estado tiene certeza, S(1,0,0,..) = 0.

e Crecimiento monétono: si es equiprobable M, la entropia aumenta con M,
cuanto mds aumenta mds informacién me falta.

e Imposibilidad, si p, = 0 simplemente no suma.

e Cumple aditividad y concavidad, i.e.,
S(pi"s.sbm’) > AS(p1, -, pm) + (1 = XN)S(pL, ... pyy) conpi” = Api+ (L= N)p; A e [0,1]

R. Balian Cap 3. Notas histéricas en 3.4
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» Entropia maxima

De todas las distribuciones {p;} compatibles con los datos, el sistema
macroscépico esta representado por aquella que tiene la mayor entropia
estadistica S({p;}) = —k>_ piInp;. [E. T. Jaynes 1957]

Multiplicadores de Lagrange

Sea f(x) una funcién definida en un conjunto abierto
n-dimensional {x € R"}. Se definen s restricciones
gk(x)=0,k=1,...s,.

h(x, {A\k}) = £(x) = Akgu(x)

tiene un extremo donde f(x) y cumple las
restricciones.
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https://doi.org/10.1103/PhysRev.106.620

» Ejemplo microcanonico

Supongamos que describimos un sistemas cerrado con N, E constante. Los
microestados i = 1... M tienen probabilidad p; en el ensamble, la entropia

estadistica
S{pi}) ‘*kE:pJ”M

Imponiendo la normalizacién de p; con un multlpllcador A1 tengo que extremar
525—)\1(210,'—1)
I

95 —k(Inp; + pj) A1 — pj = e~ M1+ (no depende de j, equiprobable)
opj Pj

Como p; es constante, y estd normalizada, p; = 1/M. Ademads

?PS _ 1

7 T —M < 0, o sea es un maximo. Si no tuviera la energia fija, tendria
j J

que pedir ademds que E = ), pje; utilizando otro multiplicador mds.

[7/17]



soaof

E

|_

» Sistema de dos niveles

Supongamos N atomos, cada uno de los cuales pueden estar en 2 estados, con

energia 0 y € (y no hay interaccién). Los microestados los podemos describir
dando el conjunto {n;} 0 es fundamental, y 1 es excitado.

N
E=E[{n}]=e) n=eh

€, N1
Oa NO

P({ni}) = Q(EI’I\I)(SEZ,W,-,E

Q(E,N) = </\A//1>

S(E.N) = ks Q(E, N) = kghn [M]

N!
= el [(E/e)!(N - E/e)!}
— kg {In[N1] — I[(E/€)!] — I[(N — E/€)1]}
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» Laaproximacion de Stirling

12

P(x) 1o

’—'\T oje
o0 o0 o 0.4]
N! :/ dxxNe_X:/ eN [Inx N} dx 02
0 0 0 5 10 15 20
"
X 2
¢(X) = (b(xméx) + (b (Qmax) (X - Xméx)2

0 1Ll (x_N)2 €e (x=N)?
N!:/ eN[I"N 1= gz (X N)}dx:/ dx eN"N-N =55

0 0——o0

_ NN /o

1
In N! :NInN—N+§In(27rN)+O ()
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» Dos niveles (cont.)

Entonces, si N, Ny, Ny > 1

S(E,N) ~ —Nkg {Nl

N N

I [va’vl]} _ —NkB{Ailn,\iJr (1- &)In(l - ,56)}

Entonces, de la relacién termodindmica,
T T T

0,6 |

0,4

S/N

0,2

0k | |

0 02 04 06 08
E/Ne

T OEIN

1 3S| ke E Ne
'"(NE—E> = EM)=1rem

El calor especifico entonces,

ou
C_a7

2
1
_ Be
= <k3T> ¢ +ek)y
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» Dos niveles (cont.)

T
1 ,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,, —
0,41 .
Q
= 0,5 <
I ———— = G 02} (Be/2)? |
f\/eiﬁ6
| | | |
OO 2 4 6 0() 1 2 3
kgT /e kgT /e
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Probabilidad

Pmy= Y Pty = HEmEN =)

nz,ng,--,
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» Gas Ideal (clasico)

Un gas de N particulas en 3D, descrito por {p, g} y sin interacciones, i.e,
N 2

H= Zl [;’n + U(q,-)]. iCuanto vale Q(E, V,N)?
i

Definamos auxiliarmente, X(E) como los estados hasta energia E.

En general

B(E) = — d’qi---d*qud’py - d’pn
H{{p}.{q})<E

>, Bl <
Q(E):E(EJrA)— S(E)

VN

7WO
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» Vlolumen hiperesfera

En n dimensiones el volumen de una hiperesfera es

Vn(R) = / Xm o an = /dQn Y‘n_ldl" = Can
(i x7)<R?
Uso

/2 Funcion I (2)

) !
_nC/drr “le ”Z—C/W2 WsziCnF(n/Q) I(z+1) = 2I'(z)
o, r(1) =1
Cn= I'(1/2) = vn

T(n/2 + 1)
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» Gas ideal (Cont.)

El nimero de estados entonces

0%
OE

92Ny S=kghQ
En el Iimite termodindmico uso Stirling (N — o)
arm EN*?| 3
4
&) |

s |1 3Nk dS P Nkg
T

Q(E,V,N) = S(E+ A) — S(E) ~

S(E,V,N) = Nkg {In

OEInv | T 2 E aVine ~
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» Probabilidad

iCual es la probabilidad P de encontrar una particula con momento p;?

N
Pp) = [ dapianp) = [ da [ ] dadpiPa.p)
i=2

Q(E B p%/2m7 VvN — 1)

=V Q(E, V,N)
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» Entropia de mezcla y paradoja de Gibbs

Dos gases con la misma densidad ny temperatura T en
volumenes distintos. Luego, se quita la separacién. ;S?

S,' = Sl + SQ = N1k3(|l'l V1 + 0'1) + NQkB(h’l V2 -+ 0'2), T = In (
Sf = leB |H(V1 aF VQ) aF NQkB |ﬂ(V1 aF VQ) =F kB (N10'1 aF NQO’Q)
N,V Ny V.
ASmiX :Sf—S,- = —NkB /Vl|ﬂvl—|-/\7|ﬂv2:|
1 N
_ 3 3
dFN = WHd p,d q,'
=1l
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