Fisica Teérica 3 — segundo cuatrimestre de 2023
Guia 1: Repaso de termodindmica
1. Las siguientes ecuaciones pretenden ser ecuaciones fundamentales de sistemas termo-
dindmicos extensivos. Sin embargo, algunas de ellas no son fisicamente aceptables.
Identifiquelas y especifique la o las condiciones que no cumplen. Para este problema se
recomienda leer el primer capitulo del libro de Callen. Ahi se detallan las propiedades

que deben tener las ecuaciones fundamentales. En la pag. 32 figuran las funciones de

este problema y muchas otras[f| En estas ecuaciones, vo, 8 y R son constantes positivas.
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2. Dos sistemas, A y B, estan descriptos por la misma ecuacién fundamental,

Rz 1/3
S(U,V,N) = (—) (Nvu)'/3,
Voe
Los dos sistemas estdn separados por una pared rigida, impermeable y adiabatica. El
sistema A tiene energia U, volumen V, y Na moles, mientras que el sistema B tiene
energia Ug, volumen Vg y Ng moles. Grafique la entropia en funcién de U,/ (Ua + Ug).
Si la pared se hace diatérmica y se permite al sistema llegar al equilibrio, ;cudles serdn

las energias internas de cada subsistema? [Callen pag. 33]

0\ S°
3. Considere un sistema cuya ecuacién fundamental es U = (\%) NV [Callen pag. 39].

a) Hallar las tres ecuaciones de estado; es decir, T, p y pu como funciones de S,V y N.

b) Encuentre p y u como funciones de T, V y N. Muestre en un diagrama la dependen-
cia de la presién con respecto al volumen a temperatura fija. Grafique una familia
de tales isotermas.

*Las referencias corresponden a la 2da. edicion del libro de Callen, Thermodynamics and an introduction
to thermostatistics (John Wiley & Sons, 1985).
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4. Sea una funcién f = f (xy,...,x,) de modo tal que df = Y " ; u;dx;, donde u; = -
a) Considere la funcién g =f—) " __; u;x;. Demuestre que
dg = Zuidxi — Z xidu;.
i=1 i=r+1

La funcién g es la transformada de Legendre de f respecto de las variables x;, con
i=7r+1,...,n. Esta forma diferencial indica que las variables naturales de g son

las r primeras x; y las n — r dltimas u;.

b) En la representacion de energia, la ecuacién fundamental para un sistema de varios
componentes es una funcién U(S, V,{N;}), donde {N;} = {N;, N;,...} da el nimero
de moles de cada especie. Su diferencial, dU = TdS —p dV + }_ widN;, define las
cantidades intensivas T, p y {p;}. Construya las transformadas de Legendre de U

que sean, respectivamente, funciones de:
o T, Vy{Ni}
e T,py{Ni
o S, py{Ni}
o T, Vy{ulh
Estas son, respectivamente: la energia libre de Helmholtz, F(T, V,{N;}); la energia libre
de Gibbs, G(T,p,{N;i}); la entalpia, H(S,p,{Ni}); y el “gran” potencial o potencial de

Landau, Q(T, V,{ui}). Escriba en cada caso sus formas diferenciales. ;Es posible realizar

una transformacion a las variables S, Ty p?
c) Escriba los 5 potenciales, U, H,F, G y Q, para el sistema del problema
5. Una funcién f (x1,...,%n) es homogénea de grado uno si satisface que
FAXT, .o c gy A ) = A (X950 veyXn ),

donde A es cualquier namero positivo. Por ejemplo, f(x,y) = xe*/V.

a) Demuestre que f(X1,...,Xn) = 2 X; ,()a—;. (Caso particular del teorema de Euler

para las funciones homogéneas). Sofoque su incredulidad comprobando explicita-

mente este resultado para la funcién f(x,y) = xe*/V.

b) Suponiendo que la energia interna es una funcién homogénea de primer grado en
las variables extensivas S, V y {N;}, muestre que U = TS —pV + > ;N;. Esta es
la relacién de Euler. Muestre, entonces, que SAT — Vdp + ) Nidp; = 0. Esta es la
relaciéon de Gibbs-Duhem.

¢) Muestre que el gran potencial es O = —pV.
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d) Muestre que para un sistema de este tipo y de un solo componente, p es la energia
libre de Gibbs por mol.

e) Demuestre que si la funcion U(S, V,{N;}) es homogénea entonces S(U, V,{N;}) tam-

bién lo es, y ademas

1 p Hi)
ua(7)+va(?) - Ene(%) o
Esta es la relaciéon de Gibbs-Duhem en la representacién entrépica.

6. Sean x,y,z cantidades que satisfacen la relacién funcional f(x,y,z) = 0, y sea w una

funcién tnicamente de dos de esas variables. Muestre que

5.0.-®. G.-@r ©.0.0.-

0x

7. a) Relaciones de Maxwell. Para toda diferencial exacta dw = Adx + Bdy + ...

se cumple (g—’g)x = (%)y, etc. Aplique esta propiedad para obtener igualdades
entre las derivadas segundas de los potenciales termodindmicos U, F, G y H. Estas

igualdades se conocen como relaciones de Maxwell.

b) Ecuaciones TdS. Dejando de lado los nimeros de particulas, la entropia puede
considerarse funcién de distintos pares de variables experimentalmente medibles,
S(T,V), S(T,p), S(V,p); entendiendo, por supuesto, que en cada caso S(- ,-) es
una funcién diferente. Escriba TdS en cada par de variables, siempre en térmi-
nos de cantidades directamente medibles (calores especificos, compresibilidades,

coeficientes de dilatacién, etc.). La primera va como ejemplo:

d T
T%:CVM+T<£>cW:CVM+—EMC
oT v KT

c) A partir de los resultados anteriores, verifique las siguientes identidades:
Gv), =), )=
oV /) oT2) ) op /¢ oT2) )

VTo?
CP —Cv = KT ’

donde C,, y Cv son los calores especificos a presiéon y volumen constante y

. 1(av> ) 1(av>
=3/ \ At ) T—="517\| Aa_ .
v\aT )/, v\op/,

d) Demuestre que para un gas ideal con cy =3R/2, x =1/T, k1 =1/p y ¢, =5R/2.
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8. Considere un sistema de un tnico componente constituido por N moles de materia.

Escriba en funcién de cantidades medibles en el laboratorio [Callen pag. 190]:

a) La variacién de la entropia y la energia interna del sistema en una compresiéon

isotérmica cuasiestética si se lo lleva desde una presioén p hasta una presion p + dp.

b) La variacién de la temperatura y el potencial quimico si el sistema se encuentra
aislado adiabaticamente y se lo lleva desde una presién p hasta una presién p + dp
de manera reversible.

c) La variacién de la temperatura ante un incremento pequefio de volumen en una
expansion libre.

9. Definiremos gas ideal como aquel que verifica las siguientes condiciones:

e Si Ty N son constantes, la energia interna no depende del volumen.

e Si Ty N son constantes, la entalpia no depende de la presion.

a) Encontrar la ecuacién de estado y la entropia para este gas. ;Alcanzan las hip6tesis
para definir completamente el sistema o queda alguna libertad? ;Qué puede decirse
del calor especifico?

b) Suponga que cy = mR, donde m es una constante. Escriba la ecuacién fundamental
para la entropia y las asociadas a cada potencial termodindmico, U, H,F y G.
Calcule pu(V,T,N).

10. Un mol de una sustancia posee las siguientes caracteristicas:

e A una temperatura de referencia Ty, el trabajo que realiza en una expansion re-

versible de Vy a V es

W = RTO 10g<\¥) y
0

donde V; es un volumen de referencia.

e La entropia esta dada por

donde a es una constante.

a) Encuentre las ecuaciones fundamentales para F, U y S.
b) Encuentre la ecuacion de estado.

¢) Encuentre el trabajo realizado a una temperatura arbitraria constante T.
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11.

12.

Considere un resorte que sigue la ley de Hooke: cuando T es constante, su elongacién

es proporcional a la tensiéon
f(T, U =k(T) (1 —loJ,

donde f es la tension, 1 es la longitud del resorte y 1y su longitud natural. La constante
elastica k depende de T, pero se asume que el rango de tensiones y temperaturas en el
que se trabaja permite considerar 1, como una constante. Determinar la energia libre de
Helmholtz, la energfa interna y la entropia como funciones de 1. Aclaracion: sin ser dato
ninguno de los calores especificos, el resultado dependera de funciones desconocidas de
T. Trate de acotar al maximo el ntimero y la forma de estas funciones. La dependencia

en | debe darse explicitamente.

Un resorte cambia de comportamiento si, manteniendo constante la temperatura, se lo
estira mas alla de cierta longitud. El cambio en el resorte puede tratarse como una
transicién de fase. Para pequefios estiramientos (la fase normal del resorte), su energia

libre de Helmholtz estd dada por

donde M es la masa del resorte y x = L/M es su longitud por unidad de masa (usamos
A en lugar de F ya que hay fuerzas involucradas). Cuando el resorte se ha estirado
demasiado y se ha producido la transicién a su nueva fase, la energia libre es

A

M= %h(x—xo)2 +c.
En estas ecuaciones, k, h, xo y ¢ son todas independientes de x pero pueden depender
de T. Asimismo h < k (el resorte se ablanda) y tanto ¢ como X, son mayores que cero

para todo valor de T.

a) Sif es la tensién, determinar la ecuacién de estado f (T, x) para longitudes pequenas

y grandes.

0A
b) En forma similar, determinar los potenciales quimicos p = <m) .
T,L
¢) Mostrar que uM = A —fL.

d) Encontrar la fuerza que a una dada temperatura desencadena el cambio de fase del

resorte.

e) Determinar el cambio discontinuo en x cuando el resorte cambia de fase.



