Fisica Teérica 3 — segundo cuatrimestre de 2023

Guia 3: proceso binario en tiempo discreto

m Proceso binario I. El estado de un proceso de Markov en pasos discretos puede ser a o
b. Las probabilidades de transicién en pasos consecutivos, p(i,n[j,n — 1), entre uno y otro
estado estdn dadas esquemédticamente por

pla = a) pla—b) l—a «

p(b—a) p(b—b) B 1-PB

Por simplicidad se asume que « y 3 no son ni 0 ni 1.

a) Encuentre las ecuaciones que dan las probabilidades p,(n + 1) y pr(n + 1) luego de
n + 1 pasos en términos de las probabilidades po(n) y py(n) del paso anterior.

Como hay s6lo dos estados, py puede eliminarse del problema, ya que p, = 1 — pq.
Entonces, en todo lo que sigue es suficiente con escribir y resolver las ecuaciones para p.

b) Encuentre la distribucion estacionaria, es decir, aquella para la cual
Pa(n+1) =pa(n) = Pa. (2)
c) Suponga que la probabilidad se parametriza del siguiente modo:
Pa(n) =Pa +An). (3)

Encuentre y resuelva la ecuacién de evolucién para A(n) a partir de una condicién

inicial A(0) en to = 0. Estudie la convergencia a la distribucién estacionaria. ;Qué
oy — R = 172

sucede si o = 3 = 37

d) Calcule las cuatro probabilidades de transiciéon de n pasos, p(i, k + nlj, k). Sugerencia:
puesto que las probabilidades de transicién no dependen del tiempo,

p(i’k_'—nbvk) :pﬁ')nhao)- (4)

Estas cuatro probabilidades condicionales se obtienen fijando de manera adecuada las
condiciones iniciales en los resultados de los items anteriores.

e) Como aplicacién del problema 1, suponga que « = 1/8 y 3 = 1/2. El sistema parte
del estado a, y es observado luego de diez pasos en el mismo estado a. Dada esta
informacién, calcule exactamente las probabilidades de que el sistema haya pasado por
uno u otro estado en el quinto paso.

f) Grafique p(i, kla,0;a,n), con 0 < k < n, como funcién de k, para valores fijos de n.
¢Qué pasa a medida que k se aleja de 0 o de n?
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m Solucién. Queremos encontrar las probabilidades p,(n+ 1) y pyp(n + 1) en términos de
las probabilidades del paso anterior. Hay dos maneras en las que el proceso puede estar
en el estado a a tiempo n + 1: i) si estaba en el estado a a tiempo n y permanece en ese

estado, o ii) si estaba en el estado b a tiempo n y realiza una transicién. Formalmente,
Pa(n+1) =pa(n)pla—=a) +ps(n)p(b = a) = (1 = &)pa(n) + Pps(n). (5)
De manera andloga,
po(n+1) =pa(n)p(a = b) +pu(n)p(b = b) = apa(n) + (1 = BIpo(n). (6)
Puesto que hay s6lo dos estados, podemos eliminar py, escribiendo
Pu(k) =T —pa(k). (7)
Asi, la Ec. (5]) se lee como
pa(n+1) = (1 —a)pa(n) +B[1 —pan)] =B + (1 — a—B)pa(n). (8)

El sistema estd en el equilibrio luego de n pasos si pq(n + 1) = pqa(n). Para k > n,

Pa(k) = P4, donde P, satisface la ecuacién

Pa=Pp+(1—o—p)Pa. 9)
De aqui obtenemos
B
Pa = . 10
o+ (10)

Si pq = Pq, entonces py, debe ser igual a

x
P, =1—P,= . 11
b x+ B (11)

Para resolver la Ec. , resulta préctico escribir p,(n) en la siguiente forma:
Pa(n) =Pa+A(n). (12)
Reemplazando en la Ec. (), resulta una ecuacion para A,
AmM+1)=B—(x+B)Pa+(1—ax—PR)AM) = (1 —ax—B)A(N). (13)
A partir de la condicién inicial A(0) es sencillo propagar la solucién para todon > 0,
A(n) =y"A(0), (14)
donde hemos definido

y=1—a—p. (15)
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De acuerdo a las hipétesis del problema,

—l<y<l. (16)
Si a+ 3 =1, por ejemplo, si «x = 3 = 5, entonces y =0y paran > 1
A(n) = 0. (17)

Es decir, si y =0, el sistema alcanza el equilibrio en un solo paso. Siy # 0,

lim A(n) = 0. (18)

n—oo

El sistema tiende al equilibro cuando n — oo tanto mads rdpido cuanto menor es |y|.
Para dejar escrita la Ec. (14]) en términos de p4(0), notemos que

Pa(0) = Pa + A(0), (19)
de modo que
A(n) =¥ [pa(0) — Py (20)
Luego, sumando P, a ambos lados de la ecuacién,
Pa(n) = (1—=v")Pa+v"pal0). (21)

Los mismos argumentos de antes muestran que el sistema tiende al equilibro, indepen-

dientemente de la condicién inicial. Ademas,

Po(m) = (1 —v") Py +v"pyu(0). (22)

Una cuestion interesante es calcular las probabilidades de transicién de n pasos, es decir,
la probabilidad de que el estado vaya de i a j transcurridos n pasos a partir de cualquier
instante inicial k,

pli, k +nlj, k). (23)

Como el sistema tiene simetria de traslacion en el tiempo (esto es, las probabilidades de
transiciéon de un paso no dependen de n), el valor de k es irrelevante, de manera que

alcanza con calcular

p(i,nlj,0). (24)

Esto no requiere hacer ningtn calculo nuevo. Sabemos como calcular la probabilidad de
que el sistema esté en un dado estado para cualquier condicién inicial sobre las probabili-
dades. El hecho de que el sistema esté en el estado j a tiempo t = O significa que
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Entonces, lo que debemos hacer es reescribir las Ecs. (21)) y (22) especificando las condi-
ciones iniciales de esa manera:

pla,nfa,0) = (1 —=y") Pq +y" = Pq +v"Py,

p(a,n!b,O) = (] _Yn) Pa»

(26)
p(b,nla,0) = (T —y") Py,
p(b,nb,0) = (1 =y") Py +v" =Py +y"P..
Podemos escribir esto mas sintéticamente como
p(,,nlj,0) = (1 —y™) P + dyv™. (27)

Las dltimas preguntas que propone el problema son acerca de la probabilidad de que
el proceso haya pasado por el estado i; a tiempo n; sabiendo que a tiempo n, se lo ha
observado en el estado 1,, y a tiempo ng en el estado iy, con ny < ny < n,. Es decir, cudl
es la probabilidad condicional

plir, niliz, n2; 10, no). (28)

En otras palabras: sabemos con certeza el estado actual del proceso y el estado inicial.
Queremos averiguar cudl es la probabilidad de que haya pasado por el estado i; en un
paso intermedio a tiempo n;.

/\\/) piy ()? \1/-\
O 0o o0 o @ I O @

m

Para desenredar esta cuestion, llamemos a los eventos involucrados con las letras A, B

y C, ordenados temporalmente. Por ejemplo, A = (ip, o). Lo que queremos averiguar es
p(BIA, C). (29)

Hay que tratar de expresar esto en términos de las probabilidades de transicién directas
de dos estados. Empecemos por escribir la probabilidad conjunta de los tres eventos y
usemos la definicién de la probabilidad condicional para hacer aparecer la probabilidad
que queremos calcular:

p(A>B>C) ZP(B|A)C)P(A) C). (30)
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Por lo tanto, la probabilidad buscada es

_p(A>B)C) _ p(A,B,C)
PEBIACI =20~ p(CA) p(A) (1)

El denominador puede escribirse como
p(A,B,C) =p(CIA,B) p(A,B). (32)
La propiedad de Markov implica P(C|A, B) = P(C|B). Entonces,
p(A,B,C) =p(CIB)p(A,B) = p(CIB) p(BIA) p(A). (33)

Volviendo a la Ec. (31)), resulta

p(C[B) p(BIA)
BIA,C) = 34
Explicitamente, para el proceso binario es
: : : p(i2, n2li, n) plis, nalio, no)
. _ 35
p(ir, iz, n2; 10, o) D (i, nalio, o) (35)
Usando la simetria ante las traslaciones temporales,
. s OV o(d i 0
p(ir, iz, n2; 10, o) = Pliz)mz = afir, O plir, 1 — molio, O (36)

pliz, N2 — Nolio, 0)

Por ejemplo, la probabilidad de haber pasado por a en n; si se sabe que el proceso parti6

de a en tiempo ny = 0 y estuvo en a a tiempo n, es

pla,n; —n4la,0) p(a,nqla,0)

;a,0) = 37
p(a,n1|a,n2,a, ) p(a,nzla,O) ( )
Usando la Ec. (26)), resulta
Py 4+ Y™ ™Py) (Py +y™P
P((l,TL]|CL,T12; a,0) = (Pat o) (Pa +y b)° (38)

Pa + Ynz Pb

La probabilidad p(b,n[b,n;;b,0) se obtiene intercambiando P, con Py,. Con una sustitu-

cion similar, el resto de los casos puede obtenerse a partir de los siguientes tres:

(T—y™ ™) (1 =¥"") PaPy
Pa + Ynsz

P(b>nl|a>n2;a>0) - )

(Pa +vY™ ™Py) (1 —y™)
(T—vym)

p(a,n1|a,n2;b,0) = y (39)

(1T —y™ ™) (P +Y™'Py)
(1 —vym2) '

p(b,n1|a,n2;b,0) =

En la pégina siguiente hay algunos graficos.
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n

En estas figuras, el proceso parte con certeza del estado a. Si y es negativo, la probabilidad

tiende a la probabilidad de equilibrio P,, pero oscila por encima y por debajo de P,. Los

puntos indican el resultado de simulaciones numéricas. Para estimar las probabilidades, se

tomoé una muestra de 10* cadenas.
1.0 1.0¢
0.8 081

0.6+ 0.6

04 0.4+

02f 02l

20 40 60 8 100 2 s 6 5 10

n
Este par de figuras ilustra como el valor de 7 fija la escala de tiempo de relajaciéon. Un valor
de |y| cercano a uno implica un tiempo de relajacion grande. En la figura de la derecha, v
es muy proximo a cero. Luego de un solo paso, el proceso estd practicamente en el estado

de equilibrio.

Py
0.3
02+ . p(b,n|a,10;a,0)
0.1F
2 s 6 8 10
n

En esta figura se muestra la probabilidad de pasar por el estado b a tiempo n; si se parte
de del estado a a tiempo ny = 0 y se llega a a a tiempo n, = 10. En amarillo, los puntos
tedricos. En azul, la estimacién de la probabilidad hecha en base a una muestra de s6lo 500
cadenas. Se tom¢ un ntimero bajo de cadenas para mostrar la divergencia entre el resultado
tedrico y el del experimento numérico. Notar que a medida que el punto intermedio se
aleja de los extremos, la probabilidad de encontrar al proceso en el estado b se acerca a su

valor en el equilibrio.
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m Proceso binario II. El problema anterior puede resolverse siguiendo un método mds
general que no depende de que el sistema tenga tnicamente dos estados. Las probabili-
dades de transicién en pasos consecutivos para un proceso discreto con N estados pueden

representarse mediante una matriz M de N x N, con elementos
Mji:p(i)n‘i_”j)n)' (40)

En general, M podria depender de n; supondremos que no. Para el proceso binario,

1—
M = A (41)
B 1-B
a) Demuestre que si p(n) es el vector cuyas componentes dan la probabilidad de cada
estado luego de n pasos, entonces p(n+ 1) = p(n) - My, por lo tanto,

p(n) = p(0)- M™. (42)
;Qué ecuacion satisfacen las distribuciones estacionarias?

Como M no es necesariamente simétrica, sus autovectores no tienen por que ser ortogo-
nales. Sin embargo, puede demostrarse que los autovectores por izquierda y derecha, v,
y w;, definidos respectivamente por v, - M = A,v, y M - w, = A,w,, si lo son; es decir
V; - Wg  Or. (Notar que los dos conjuntos de autovectores comparten el mismo conjunto
de autovalores. ;Por qué?)

b) Encuentre los autovectores y autovalores para la matriz del proceso binario y

verifique la propiedad de ortogonalidad v, - ws o 8,s.

¢) Usando la condicién de suma de probabilidades igual a 1, muestre que A = 1 es un
autovalor, para cualquier matriz de transicion, y que un autovector por derecha es w
(1,1,...,1). De los N autovectores, puede elegirse que éste sea el primero. Tomaremos
wi = (1,1,...,1).

d) El autovector v; asociado a w; se normaliza de manera que sus componentes sumen 1.
Verificar entonces que w; - v; = 1. El resto de los autovectores puede normalizarse de
modo que w;-v; = 8y, en la forma que resulte mas conveniente. En los items siguientes

se asume esa normalizacion.

e) La propiedad de ortogonalidad entre los dos conjuntos de autovectores asegura que
cada conjunto {v,} y {w,} es linealmente independiente. Asumiendo que es posible
encontrar N autovectores w distintos, demuestre que cualquier vector u en N dimen-
siones puede escribirse como

N
u= Z (w-w,)v,, (43)

r=1
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y que, entonces,

N

N
p) =) pOIwW, Alv, y (M), =) Alw,)i(v);.
r=1

r=1

El par de ecuaciones anteriores dan una manera préctica de calcular p(n) y M™.

f) Por fin, como aplicacion, escriba los autovectores normalizados para el proceso bina-

rio con la matriz de transicién (41)) y verifique que la ecuacion (44) reproduce para

pn) = (pa(n), Po (n)) los resultados obtenidos siguiendo el método més elemental del

problema anterior.

m Solucién. En general, si un proceso puede asumir N estados, numerados del 1 al N, la

probabilidad a tiempo n + 1 de estar en el estado i es

N
pin+1)=> pi,n+1lj,n)p;n).
j=1

(45)

Asumiendo que las probabilidades de transiciéon de un paso son independientes de n,

podemos definir la matriz M tal que
(M)ji = p(ian +1 |j)n) = P(h ”J) 0)

La Ec. se reescribe como

N

pi(TL + 1) = ZP)(“)Mu

j=0

Introduciendo el vector de probabilidades p(n), con componentes
[p()]. =pi(n),
la Ec. puede quedar expresada en forma matricial,
pln+1)=p(n) M.
Iterando a partir de la condicién inicial p(0), queda
p(n) = p(0) - M™.

Una distribucion estacionaria es aquella que satisface la ecuaciéon

P=P M.

(46)

(47)

(51)

Las caracteristicas que distinguen a una matriz de transiciéon son dos: primero, que

todos sus elementos son no negativos, porque representan probabilidades; y, segundo, que
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la suma de los elementos de cada fila es igual a uno. En efecto,

N N

> M=) p,n+1hn)=1. (52)
i=1 i=1
Una matriz con estas propiedades recibe el nombre de matriz estocéstica.
El problema probabilistico se reduce al problema algebraico de calcular M™. Estamos
habituados al caso de las matrices simétricas. Para estas matrices es posible encontrar un
conjunto de N autovectores ortogonales, tales que

M - vy = Ay,
(53)
V-V X 6]'k.

Para definir la accién de un operador lineal es suficiente especificar su accién sobre una
base del espacio de vectores. El conjunto de vectores vy forma una base del espacio. Es
tacil ver que el operador definido por

= A
A= =
Z Ve Vi ViV (54)
k=1
tiene la siguiente propiedad:

De manera que A = M, porque tienen la misma accién sobre una base de vectores. Veremos
que escribir M como en la Ec. (54]) vuelve trivial el calculo de M™.

En la Ec. hemos introducido notacién de diadas. Suelen aparecer también en
mecdnica cldsica y en electromagnetismo. En mecénica cldsica, para escribir el tensor de
inercia; en electromagnetismo, para escribir el tensor de Maxwell. Una diada se simboliza
con la yuxtaposiciéon de dos vectores, por ejemplo,

D = ab. (56)
Una diada es un operador lineal. Su accién sobre los vectores estd definida como

v-D=(v-a)b,
(57)
D-v=a(b-v).

Las diadas dan una manera préctica de escribir los operadores lineales sin necesidad de
recurrir a su definicién por componentes. Solemos decir que el simbolo M representa una
matriz. Seria mejor decir que M es un operador, cuya accién, habiendo elegido una base

del espacio vectorial, puede definirse en términos de las componentes M;; de una matriz.
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Para no multiplicar la notacién, lo habitual es usar el mismo simbolo para el operador y
para la matriz.

A partir de la descomposicion (54)), es facil calcular las potencias de M. Por ejemplo,

N

MZ=M M = szk vkv]' Vi Vv Z

k=1j=1 -V

vkvk. (58)

En general,

n

N

= Z ViV, (59)
=Y

Esto da una manera muy eficiente de calcular M™, sin necesidad de diagonalizar explicita-

mente.

Tratdandose de procesos de Markov, la matriz de transicion M no tiene por qué ser
simétrica. Sin embargo, se puede calcular M™ recurriendo a un método similar al an-
terior. Lo que puede demostrarse es que siempre es posible encontrar dos conjuntos de
autovectores, por izquierda y por derecha, respectivamente,

v, M =Av,, M - w,. = A w,. (60)

Los autovectores v, no son ortogonales entre si, y tampoco lo son los autovectores w, entre

si. Lo que vale ahora es la ortogonalidad entre ambos conjuntos de autovectores,
Vi - Ws X 51‘5- (61)

Esto es todo lo que necesitamos para poder calcular las potencias de M. La condicién
de ortogonalidad entre ambos conjuntos de autovectores implica que ambos conjuntos,
considerados separadamente, son linealmente independientes (demostrarlo). Por lo tanto,
la matriz M queda completamente especificada si definimos su accién sobre los vectores

v, 0 sobre los vectores w,, puesto que forman bases. Es facil ver que

N A,
M = E v WV, (62)
r=1

En efecto, su accién sobre los vectores wy es

A A
T wov, | wy = T W, (Vy - W) = AWy, 63
(Zw ) =Y v w = v (63

El andlogo de la Ec. (59) en el caso de las matrices estocésticas es

M“:Z A W,V (64)
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La propiedad (52)),

i=1

inmediatamente implica que uno de los autovectores por derecha es
wy = (1,1,...,1). (66)
El autovalor asociado es
A =1, (67)

Es convencional normalizar el autovector v; de modo que sus componentes sumen uno.

De esa forma

N

Vi oWy = Z(V1)j =1 (68)

j=1

Conviene normalizar el resto de los autovectores de modo que
Vy - We = . (69)

No hay una manera tnica de hacer esto. En todo lo que sigue supondremos que vale la
normalizacién anterior.

Si existe ng tal que M™ tiene elementos estrictamente positivos, se dice que la matriz es
regular. Para estas matrices, puede demostrarse que el autovalor A; = 1 tiene multiplicidad
igual a uno y que el autovector v; puede elegirse con todos sus elementos positivos.
Ademas, todos los otros autovalores tienen moédulo estrictamente menor que uno. En

tal caso, si separamos el primer término en la descomposicién ((64), obtenemos

N
M™ =wv; + Z A wjv;. (70)
j=2

Al hacer tender n a infinito, el tinico término que sobrevive es el primero,

nlg%o M"™ =wyv,. (71)
Cualquiera sea la condicién inicial,
lim p(n) = lim p(0) - M™ = [p(0) - wiJvi. (72)
Pero como wy = (1,1,...,1) y ademads p(0) es un vector de probabilidades

N
p0)-wy =) p;(0)=1. (73)
j=1
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En definitiva,

lim p(n) =v;. (74)

n—oo

De esta forma identificamos al autovector v; con la tnica distribucién de probabilidades
estacionaria.

Tomemos como ejemplo el proceso binario definido por la matriz

1 —« o
[t o] (75)

Si « y B no son cero ni uno, la matriz es regular. El polinomio caracteristico para el

problema de autovalores y autovectores es

(1—oc—)\)(1—[3—7\)—ocf3:7\2—2<1—OCJZFB)AJH—cx—B:O. (76)
De aqui resultan los autovalores
B x+ 3 a+p\° B x+p  «x+p
A=1-— > j:\/<1 2) T+a+pB=1 > + > (77)
Previsiblemente, uno de los autovalores es A1 = 1. El otro es
AN=l-a—F=vy. (78)

Ya sabemos que uno de los autovectores por derecha es w; = (1,1). Las componentes del

otro autovector estan determinadas por la ecuacion

Bwi + oaow, = 0. (79)
Podemos elegir

w, = (&, —f). (80)

Los autovectores por izquierda de la matriz M son los autovectores por derecha de la

matriz transpuesta M". La ecuacion para las componentes del autovector v; es
—oavy + Pvy =0. (81)

Con la condicién de que la suma de sus componentes sea uno, queda

1
x4+

(B, ). (82)

Vi =
Para el segundo autovector,

vy + Pvy =0. (83)
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Bajo la condicién de normalizacién v, - w, =1, resulta

1
vZ_oc—l—B

(1,-1). (84)
Dada una distribucién de probabilidad inicial, p(0), la distribucién a tiempo n serd
p(n) =V + 'Yn [p(O) . Wz]\’z. (85)

De aqui podemos leer cada componente,

_ B vt _
pa(n) - o+ B + o+ B [(qu(o) pr(O)],
(86)
o Y
= — a(0) — 0)].
Po(n) x+ B 06—1—[3[0( (0) — Bpwl )]
Definiendo, como en el problema anterior,
P
Po = )
x+f3
. (87)
b — o+ B)
tendremos
pa(n) =Pa +Yn [Pbpa(o) - Papb(oﬂv
(83)
Po(n) =Py — Y™ [Pupa(0) — Papy(0)].
Evidentemente se verifica que
Pa(n) +Po(n) = P+ Py = 1. (89)

Usando estas propiedades, las Ecs. pueden escribirse exactamente igual que en el
problema anterior:

pa(n) = (1 _.Yn) Pa +Vnpa(0)>
(90)

Po(n) = (1T —v") Py +v"pu(0).



