
Mecánica Estadística Cuántica
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[1/13]



» Descripción cuántica & ensambles

M copias de sistemas idénticos (M ≫ 1),es decir con el mismo Ĥ. Los estados
están caracterizados por funciones de onda ψk({ri}, t), k = 1 · · ·M. Sabemos
que está gobernada por la Ec. de Schrödinger

Ĥψk(r, t) = ih̄∂ψ
k

∂t
Si se expresa en una base ortonormal, {ϕn(r)}

ψk(r, t) =
∑
n
ϕn(r)akn(t), akn =

∫
ϕ∗nψ

k(r, t),
∑
n

|akn|2 = 1 ∀k = 1 · · · M

Definimos el operador densidad ρ̂ : ρmn =
1

M
∑
k
akm (akn)∗
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ρnn = 1
M
∑

k |akn|2 Probabilidad que un dado estado ϕn esté
La evolución de ρmn(t)

ih̄ρ̇mn =
∑
l
[Hmlρln − ρmlHln] → ih̄ ˙̂ρ =

[
Ĥ, ρ̂

]
En equilibrio, ˙̂ρ = 0 , H ̸= H(t)&ρ̂ = ρ̂(Ĥ)

⟨Ĝ⟩ = 1

M

M∑
k=1

∫
(ψk)∗ Ĝψk =

1

M

;∑
k=1

∑
mn

(akn)∗akmGnm =
∑
nm

ρmnGmn = Tr
(
ρ̂Ĝ
)
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» Estadística en los distintos ensambles

Ensamble microcanónico

N,V y energía entre E y E+∆.

En la base de autofunciones de H, ρnn =

{
1/Ω estado accesible
0 en otro caso

La entropía, S = kB lnΩ.
Si hay un un solo estado accesible, Ω = 1 ⇒ S = 0. Se llama estado puro,
ρ̂2 = ρ̂.
En general definimos

ρ̂(E) = δ(Ĥ− E)
Ω(E) ,

tal que ρnm = δnm
δ(E− En)

Ω(E)
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» Estadística en los distintos ensambles (cont.)

Ensamble Canónico

ρmn = ρnδmn, ρn = e−βEn , ρ̂ =
∑
n

|ϕn⟩
e−βEn

Z ⟨ϕn|

Z = Tr
(
e−βĤ

)
, ρ̂ =

e−βĤ

Z , ⟨Ĝ⟩ =
Tr
(
Ĝe−βĤ

)
Z

Ensamble Gran Canónico

ρ̂ =
e−β(Ĥ−µN̂)

ZGC
ZGC =

∑
N,sN

e−β(Es−µN) = Tr
(
e−β(Ĥ−µN̂)

)
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» Ejemplo: Una partícula en una caja de ladoL

Ĥ =
p̂2
2m = −h̄

2∇2

2m

Veamos los estados, ψ =
1

L3/2 e
ik·r con energía Ek =

h̄2k2
2m .

Pero, no todos los k están permitidos,

k =
2π

L (nx,ny,nz) ni = −∞, · · · ,∞
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La función de partición entonces,

Z =

∞∑
nx=−∞

∞∑
ny=−∞

∞∑
nz=−∞

e
−β h̄

2

2m

(
2π

L

)2

(n2x + n2y + n2z)
=


∞∑

n=−∞
e
−β

(
h̄2
2m

)2

n2

3

= Z31

Z1 =
∑
n

e
−β

(
h̄2
2m

)2

n2
=
∑ ∆k

∆ke
−βh̄

2k2n
2m ≃ L

2π

∫ ∞

−∞
dke

−βh̄
2k2
2m =

L
λ(T)
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» Partículas idénticas
En estadística clásica tuvimos que incorporar el factor de buen conteo de
Boltzmann 1/N!
Describimos el estado de N partículas por una función de onda ψ(x1, · · · , xN)
donde |ψ(x1, · · · , xN)|2 es la probabilidad de encontrar una en x1, otra en x2, · · · .

Postulado de simetría

Pij|ψ⟩ = ±|ψ⟩ = η|ψ⟩ ∀i, j
{
η = +1, simétrico (bosones)
η = −1, antisimétrico (Fermiones)

Debemos construir estados de N que respeten estas simetrías, a partir de una
base de 1 partícula, {ϕi}. (P son permutaciones de N, δP = ± segun el número de permutaciones)

Estados producto

|i1, i2, · · · , iN⟩ →
ϕi1(x1)ϕi2(x2) · · ·ϕiN(xN)

Estados fermiónicos

1√
N!
∑
P
δPP|i1, i2, · · · , iN⟩

Estados bosónicos

1√
N!
∑
P

P|i1, i2, · · · , iN⟩
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» El efecto de la estadística – Límite clásico

Consideremos un sistema de N partículas libres no interactuantes en una caja
V, descritas en el ensamble canónico.

H =

N∑
i=1

p̂2i
2m EK =

h̄2
2m

(
k21 + k22 + · · ·+ k2N

)
, K = (k1, k2, · · · , kN)

Buscamos la función de partición canónica, Z = Tr
(
e−βĤ

)
y queremos

compararla con la versión clásica, así que la expreso en representación de
coordenadas.

Tr
(
e−βĤ

)
=

∫
⟨r1, r2, · · · , rN|e−βH|r1, r2, · · · , rn⟩d3Nr =

∫
d3Nr

∑
K

e−βEK |ψK|2

=
VN

(2π)3N

∫
d3Nr d3Nke−β h̄2

2m (k21+k22+···+k2N)|ψK|2
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Veamos los estados,

ψK =
1√
N!
∑
P
δηP P

{
ϕk1(1) · · ·ϕkN(N)

}
=

1√
N!
∑
P
δηP
{
ϕPk1(1) · · ·uPkN(N)

}
=

1√
N!
∑
P
δηP
{
ϕk1(P1) · · ·ϕkN(PN)

}
donde ϕki = 1

V1/2 eiki·r, k = 2π
L n.Así

|ψK|2 =
∑
P
δηP

[
ϕ∗k1(P1)ϕk1(1)

]
· · ·
[
ϕ∗kN(PN)ϕkN(N)

]
=

1

VN

∑
P
δηP ei[(k1·(r1−Pr1)+···+kN·(rN−PrN)]

Utilizo ∫
d3p e−β p2

2m+ip·r/h̄∫
d3p e−βp2/2m = e−πr2/λ2

= f(r)

Z =
1

N!h3N
∫

d3Npd3Nr e−β(p21+p22+...+p2N)/2m
∑
P
δηP [f(r1 − Pr1) · · · f(rN − PrN)]
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¿Cuánto vale
I =∑

P
δηP f(r1 − Pr1)f(r2 − Pr2) · · · f(rN − PrN)?
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I = 1 + η
∑
i<j

fijfji + �
�7
1

η2
∑
i<j<k

fijfikfkj + · · ·

Si la temperatura es alta, y nos quedamos a la primera corrección,

I ≃ 1 + η
∑
i<j

f2ij ≃
∏
i<j

(1 + η f2ij) ≡ exp
(
−β
∑

ṽij
)
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ṽ funciona como un análogo clásico de la
interacción (para la función de partición!)

ṽ = −kBT ln
[
1 + η exp

(
−
2π|ri − rj|2

λ2

)]
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