Fisica Teérica 3 — segundo cuatrimestre de 2023

Guia 3: caminata al azar en tiempo discret

m Caminata al azar discreta. Considere el problema de una persona cuya posicién puede
asumir los valores enteros entre menos y mds infinito. Cada segundo, la persona da un paso
hacia adelante con probabilidad p, o hacia atrds con probabilidad q = 1 —p. Sea p(n)
la probabilidad de que la persona ocupe la posicion m luego de n pasos. La caminata
empieza en t =ty = 0. En general, t, = n.

a)

b)

d)

La

La manera maés sencilla de resolver este problema consiste en usar un poco de combina-
toria, sumando las probabilidades de caminos disjuntos que llevan, desde el origen, a
una misma posiciéon m luego de n pasos: de los n pasos, habrd n, hacia adelante y n_
hacia atrds, de modo que n; +n_ = n. Por otro lado, la posicién m seréd la diferencia
ny —n_. Notar que n y m determinan univocamente n; y n_. Lo que resta por
averiguar es de cudntas maneras pueden ordenarse los n pasos, dado que n; fueron
hacia adelante y n_ hacia atrds y cudl es la probabilidad de cada ordenamiento. De este
modo, encuentre p(m, t,|0,to) y escriba p., (1) para cualquier condicién inicial p, (0).

La manera complicada de resolver este problema, pero de aplicaciéon mdés general,
empieza por escribir la ecuacién de evoluciéon para p.,(n). Esto es: escriba la ecuacion
que da pim(n + 1) en términos de p, (1).

A partir de la ecuacién de evolucién para p.,, escriba y resuelva las ecuaciones de
evolucion para el valor medio de m y la desviacién cuadratica media,

(1)

2(n) —m(n)?.

Q
g
2

Il
~
El
2
I
El
2
e
~
Il
3
il
2
I
3

(n)* =

Calcule m(n) y 0%(n) para la caminata simétrica, p = q = %, cuando la persona parte
del origen.

ecuacion de evolucioén para p,(n) da una relacion de recurrencia en las dos variables,

m y n. Para resolverla, puede aplicarse el método de la funcién generatriz.

e)

f)

g)
h)

Defina F(z,n) = ) ., pm(n)z™ y escriba su ecuacién de evolucién. Las probabilidades
Pm(n) siempre se leen como los coeficientes que acompafian a z™ en el desarrollo de
F(z,n) en potencias de z.

Encuentre F(z,n) para una condicién inicial arbitraria p, (0).
En el caso particular en el que la persona parte del origen, encuentre F(z,n) y pm(n).

Note que las derivadas respecto de z de la funcién generatriz, evaluadas en z = 1,
permiten calcular valores medios. Cuando la persona parte del origen, calculando las
derivadas adecuadas, determine T(n) y 0%(n) a partir de la funcién generatriz.
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m Solucién. Supongamos primero que la persona parte del origen en to = 0. Como cada
paso es independiente de los otros, la probabilidad de una dada secuencia de pasos es igual
al producto de las probabilidades de cada paso. La probabilidad de una caminata con n

pasos hacia adelante y n_ hacia atrés es

P (2)
El nimero de caminatas con estos valores de n, y n_ es igual al nimero de formas en que
pueden elegirse los n pasos hacia adelante, o los n_ pasos hacia atras, dentro del total de
n, +n_ pasos:

N(n+;n)=:(“+’*"‘) - (“+’*“‘). 3

n, n_

La probabilidad buscada es la suma de las probabilidades de cada caminata, es decir,

ny Mo ny +n. ny n_
pny,n_)=N(n,n )ptqh = ( +Tl ) Pq . (4)
+

Debemos escribir esto en términos de m y n.

Si la persona estd a tiempo t, en la posicion m, debe ser

n=n,+n., m=n;—n_. (5)
Despejando,
n+m n—m

Evidentemente, para que estas expresiones tengan sentido, n y m deben tener la misma

paridad. Entonces,

’
n n+m n—-m
p(m»tn|0)t0):p(MTm)n%): (n+m) p:q . (7)
2

La prima sobre el nimero binomial indica que si n + m no es par, entonces el ntimero
binomial debe tomarse igual a cero. Si inicialmente la distribucién es p;(0), la probabilidad

a tiempo t,, de estar en el sitio m es

pm(n) = ) plmtali,to) pi(0) = ) plm—1i,tal0,t0) pi(0). (8)

1=—00 1=—00

En la altima igualdad, usamos la invariancia traslacional: la probabilidad de transicion
entre los sitios i y j s6lo depende de la separacién entre los sitios. Explicitamente,

pmn)= ) (n+?1_i> P ET g pi(0). 9)

2

i=—o0

Se trata ahora de llevar esta expresion a una forma mads simple.
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Un nimero binomial (]f) con argumentos enteros y k > 0 es distinto de cero sélo si
0<1<k (10)

Esto hace que la Ec. (9) pueda reescribirse como

m—+n

pam)= Y (n;}m) p I g pil0). (11)

i=m-—-mn 2

Ahora la prima sobre el simbolo de la sumatoria indica que i avanza de dos en dos. Con
esto ya no es necesario chequear la paridad del argumento inferior del nimero binomial.
Tiene sentido que la probabilidad de estar en m a tiempo n s6lo dependa de las probabili-
dades de estar en el sitio i a tiempo 0 con m —n < i < m + n, puesto que el sitio m puede
alcanzarse en n pasos desde el sitio i sélo si la distancia entre m e i es menor o igual que n.
También tiene sentido que la suma avance de dos en dos. Si el sitio m puede alcanzarse
desde el sitio i, entonces no puede alcanzarse desde los sitios i + 1 (demostrarlo).

Volviendo a la Ec. (11)), con el cambio de variable

n+m-—i
j = ———— 12
2 ) ( )
resulta, finalmente,
o n i
pmn) = 3 (]) P4 Pz (0). (13)

j=0

Este es el resultado principal. Como siempre, es importante verificar que la suma de las
probabilidades sea uno. En este caso, tenemos

me(n) = Z [Z <1;) qunij pn+m2j(0)] = Z <Tll) jqnij [Z pn+m2j(0)] . (14)
m m [j=0 j=0 m

Debido a que la tltima suma sobre m se extiende a todos los enteros, podemos hacer el
cambio de variable

k=n+m-—2j, (15)
y la suma sobre k también se extenderd a todos los enteros:

2_Prrm2i(0) =) pi(0)=1. (16)

Luego,

n

> pmn)=) (?) Pa"T = +qgn=1. (17)

j=0
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Como aplicacion de la Ec. (13)), calculemos el valor medio de la posiciéon. Esto es,

Zmpm Zm [Z (T)l) qunij Prtm-—2i(0)

j=0

Z (;L) qun—j [Z mpn+m—2j(0) .
j=0 m J

Ahora bien,

Zmpm 2(0 Z(mm )pm (0) =M(0) + (2 — ).

n—x(n)zli(;‘)pq] +i(>PanZJ n).

j=0 j=0

El primer término entre corchetes es igual a (p + q)™ =1, por lo tanto

+Z()Pq“’2) n).

Existe un método estdndar para calcular este tipo de sumatorias. Notemos que
5= i (n) pIqr(2j—n) = & i <n) plgnxIT
j=0 ) dx j=0 ) x=1

Pero

)

fo (M= 3 (M) ol (9 = (per )

En definitiva,

() W e N (R R

De manera que, volviendo a la Ec. (21)),

m(n) =m(0) +n(p—q).

(19)

(20)

(21)

(22)

(23)

(25)

El valor medio de la distribucién se mueve con velocidad p — q. Si la caminata es simétrica,

m(n) es constante. Queda como ejercicio que calculen m?(n) siguiendo el método anterior.

El problema propone otra estrategia para encontrar la probabilidad p,(n). La idea es

escribir la ecuacién de evolucién para la probabilidad y resolver esta ecuaciéon mediante el

método de la funcién generatriz.
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El primer objetivo es escribir una ecuacién para p.,(n + 1) en términos de p,(n). Si la
persona estd a tiempo n + 1 en la posicion m, s6lo hay dos maneras en las que pudo llegar
alli: i) la persona estaba a tiempo n en la posicién m — 1 y dio un paso hacia adelante, o ii)

la persona estaba a tiempo n en la posiciéon m + 1 y dio un paso hacia atrds. Formalmente,

pm(TL + 1) =PPm— (TL) + qPm+1 (TL) (26)

Antes de introducir el método de la funcién generatriz, vamos a usar esta ecuacién para
decir algo acerca de los valores medios. Veremos que es posible encontrar m(n) y o?(n)
sin necesidad de encontrar explicitamente p.,(n). Por ejemplo, multiplicando la Ec. ([26)

por m y sumando sobre todo m resulta
> mpmm+1)=p> mpn (M) +q) mpnii(n). (27)

Pero

Zmpm 1 :Z(m+1 Pm = ( )+1> (28)
Y mpmam) =) (m—Tpn(n)=mmn)—1

Por lo tanto,
mn+1) =(p+qgmmn)+p—qg=mn)+p—q. (29)

Esta ecuacion es muy facil de resolver: a cada paso sumamos p — q al resultado del paso
anterior. Empezando desde t(, obtenemos

m(n) =m(0) +n(p —q). (30)

Es el mismo resultado de la Ec. (25)).
Por otro lado, para encontrar una ecuacioén de evolucién para la desviacién cuadratica

media, multiplicamos la Ec. por m? y sumamos sobre todo m,
M1 =p T (1) T P () (31)

Ahora bien,

D mWpnam) =) (m+1)pm(n) =m2(n) +2m(n) + 1,

(32)
D M) =) (m—1)*pu(n) = m¥(n) —2m(n) + 1.

m
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Luego,

mZ(n+1) =p [mZ(n) + 2mn) + 1] +q [W(n) _2m(n) + 1

(33)
=m2(n) +2(p — q)m(n) + 1.
La desviacion cuadrédtica media estd definida como
o?(n) = m?(n) —m(n)?. (34)

Usando las ecuaciones y (29), obtenemos
o2(n+1) =mZ(n) +2(p — q)W(n) + 1 — [M(n) +p—q]* = o?(n) + 1~ (p—q)>.  (35)
Escribiendo 1 = p + ¢, queda
T—(p—a)=(p+a)’—(p—q?=4pq. (36)

En definitiva,

o’(n+1) = o*(n) +4pgq. (37)
Esta ecuacion también es facil de resolver,
o?(n) = o%(0) + 4npq. (38)

Si p no es cero ni uno, la desviaciéon cuadratica media es una funcién creciente. Su velocidad
1
3.
Un resultado clésico es el comportamiento de 02(n) cuando la caminata es simétrica y

de crecimiento es méxima cuandop = q =

la persona parte del origen. En tal caso,
mn)=0, o?(0)=0, (39)
y la desviacién cuadrética media es
o?(n) = m2(n) =n. (40)
La ley de evolucion

ym2n) = va (41)

es un resultado que debe recordarse: la distancia media al origen aumenta con el tiempo
como v/t. Esta ley es vélida para la caminata al azar en cualquier ntimero de dimensiones
y fue uno de los resultados principales del paper de Einstein sobre movimiento browniano
de 1905

Lo pueden bajar La seccion relevante para esta discusion es la 4.


http://materias.df.uba.ar/ft3a2023c2/files/2023/09/Einstein_1905.pdf
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Pm(n)
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Para la camina simétrica que parte del origen, la figura de arriba muestra la distribucién
Pm(n) para varios valores de n entre 20 y 5000. El eje vertical estd rescaleado para que
todas las distribuciones tengan la misma altura. Las figuras de abajo muestran varias
realizaciones de la caminata simétrica. La primera figura llega hasta los 2000 pasos; la
segunda, hasta los 10 000. Es notable, y contrario a la intuicién, el hecho de que sea frecuente

que las caminatas crucen rara vez la linea m = 0.
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Volvamos al calculo de p,(m). La ecuaciéon de evolucion

pm(n+ ]) :Ppm_](ﬂ-) T qPm+1 (TL) (42)

es una relacion de recurrencia en m y en n. Vamos a definir la funcién generatriz
m
Flzn) =) pm(n)z™ (43)
m

La funcién generatriz contiene toda la informacién sobre las probabilidades. El motivo para
definir esta funcion es que su ecuacién de evolucién es facil de revolver. Multiplicando la
Ec. por z™ y sumando sobre todo m, queda

Fon+1)=pY pma)z™+9) pmer(m)z™ (44)
Pero
D Pmoi(M)z™ =) pm(n)z™! =zF(z,n),
D Pmat()z™ =) pm(n)z™ " ="Flzn).
Asi,
Flzyn+1) = <pz+ g) F(z,n). (46)

Con la introduccién de la funcién generatriz, transformamos una relacién de recurrencia
en dos variables en una relacién de recurrencia en una sola variable que tiene una forma

especialmente simple. La solucién de la Ec. (46) es inmediata,

Flz,n) = (pz+ g)“F(z,O). (47)

La condicién inicial para F esté relacionada con la condicién inicial para las probabilidades,
F(z,0) =) pm(0)z™ (48)

Para extraer las probabilidades p,(n) a partir de la Ec. (47), hay que expandir F(z,n) en

potencias de z,

F(zyn) = [i (T].L)pj q“‘jZZj‘“] [Z pk(O)zk] = Zi (T].L)ij“‘jzz"‘“kpk(o)- (49)
k k

j=0 j=0

Necesitamos aislar los términos que tienen una dada potencia z™. Es decir, debe ser

2j—n+k=m. (50)
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Esto sugiere hacer el siguiente cambio de variable
k=m+n—2j. (51)

La suma sobre m se extiende también a todos los enteros. La Ec. se lee como
Flzyn) =Y li (T)‘) Q" P2 (0)] ™ (52)
m [j=0
Luego,
= ]_io (?)ij“‘j Prsm—2i(0), (53)

que coincide con la expresion ((13)).
Si la persona parte del origen en ty, entonces py,(0) = dmo. Por lo tanto, la ecuacion

anterior se reduce a lo siguiente

n ' ntm n—m
Pm(n) = (m) P g (54)

que es un resultado que ya habiamos encontrado en la Ec. ([7)).

El método de la funcién generatriz es muy poderoso. Cuando veamos procesos con-
tinuos en el tiempo, también definiremos funciones generatrices, pero esta vez en lugar de
satisfacer una relaciéon de recurrencia, satisfardn una ecuacion diferencial.

La dltima parte del ejercicio pide encontrar el valor medio m(n) y la desviacién cuadratica
media 0%(n) a través de la funcién generatriz. Es fcil ver que la funcion generatriz tiene

las siguientes propiedades:

n) =) pnm) =1,
Zmpm ) =m(n), (55)

azz Zm —1)pm(n) = m2(n) —m(n).

En el caso de que la persona parta del origen a tiempo to, es decir, cuando p(0) = dmo,

las Ecs. y dan
O) = Z Smolm =

F(z,n) = (pz+ g)n
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Usando las expresiones ([55]), obtenemos

n—1
m(n) :n(pz+g) (P—2—2> o =n(p—q),
mZ(n) —mn) =n(n - 1) (pz + %)n_z (v 2—2>2 +2n (pz+ %)n_] Z% 6D
=n(n—1)(p—q)*+2nq.
Por lo tanto,
mZ(n) =nn-—1)(p—q)*+n. (58)
Entonces,
o’(n) =mZn) —mn)? =nn—-1)(p—q)*+n—n(p—q)?
(59)

=n[l1—(p—q)*] =n[lp+9)?—(p—q)?] =4npgq.

Esto coincide con el resultado (38) cuando ¢2(0) = 0. Como tltima observacién, noten que
el truco que empleamos en la Ec. para calcular el valor medio de m es una manera
encubierta de introducir la funcién generatriz.




