Fisica Teérica 3 — segundo cuatrimestre de 2023

Guia 6: gas de Fermi ideal[]

Fermiones y bosones

Consideremos un sistema de particulas idénticas no interactuantes. Los autoestados de
una particula estardn caracterizados por un indice € y una energia ;. Supondremos que el
espectro es discreto. El indice £ puede tener varias componentes. Asi, para una particula de
espin cero en una caja, tres enteros especifican el estado. Tratdndose de particulas idénticas
no interactuantes, lo importante es que el estado del sistema queda determinado por la

poblacién {n} de particulas en cada autoestado de una particula,

2 =2 1)

estados {ne}

Si las particulas son fermiones, cada n, puede tomar tinicamente los valores cero y uno. En
cambio, si las particulas son bosones, cada n, puede tomar todos los valores enteros entre

cero e infinito. La funcién de particion en el ensamble gran canénico serd
Z,:ZZZ"'M e P emee :HZ (Ze—ﬁee)““. (2)
{ne} £ mnyg

El objeto fundamental no es la funcién de particién, sino su logaritmo. Eso es muy

conveniente, porque al tomar el logaritmo la productoria se transforma en una suma:

logZ = Z log [Z (zeﬁ’e“)ne] . (3)

Si las particulas son fermiones,

1

logZ = Zloglz ze Be“ ] Zlog +ze Be"'). (4)

ﬂ.go

Si son bosones,
logZ = Zlog[ Z ze Be@ ] Zlog (1—ze Be‘*) . (5)
Ne¢g— 0

Estas expresiones son ttiles para formular algunos resultados generales. Por ejemplo, el

ndmero medio de particulas,

dlogZ
N —
se escribe, segtn el caso, como
1
N:;]+Z1eﬁq’ N= Z 16[55@_] (7)
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Cada término en estas sumas es el valor medio del nimero de ocupacién del estado ¢,

N = Z n(ee). (8)
e
Existen expresiones andlogas para la energia. A partir de la relacién
o 0 lg)g Z,) (9)
encontramos, para fermiones y bosones, respectivamente,
E=) e Ee) prmanr (10)

La interpretaciéon de estas expresiones es clara cuando se las escribe en términos de los

numeros medios de ocupacién. Indistintamente de si son fermiones o bosones,

E:Zeen(ee). (11)
¢

Particulas en una caja

A partir de ahora supondremos que las particulas estdn en una caja ctibica de lado L y que
las condiciones de contorno para la funcién de onda de los estados de una particula son
periddicas. Cada estado de una particula puede identificarse con una terna de ntmeros

enteros, n,, Ny y 1., y por la proyecciéon s, del espin. Definamos el vector

n=nxX+nyy +n.z, n; € Z. (12)
La energia es
h2|n|2
=—_—. 13
T miz (13)

En casos mds generales, la energia puede depender de la proyeccién del espin. Luego,
Bh’n|?
logZ =+ Z %3 log {1 :l:zexp( Smiz )| (14)
s

El signo positivo es para los fermiones y el negativo para los bosones. La suma sobre s,

sOlo aporta un factor g = 2s + 1, donde s es el espin de las particulas,
Bh?m/?
lOgZ, = :|:g %3 lOg |:1 :I:zexp(—m . (15)
n

Sin especificar adn si las particulas son fermiones o bosones, podemos obtener una
relacién entre la presion y la energia. El logaritmo de la funcién de particién depende de

B y del volumen sélo a través de la combinacién BV ~2/3. Omitiendo la dependencia en z,

logZ = f(BV2/3). (16)
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De esta manera, las derivadas del logaritmo de la funcién de particién respecto de 3 y del

volumen estardn relacionadas. En general, debido a que QQ = —kTlogZ y
dQ = —S§dT — PdV — Ndy, (17)
resulta
_,+0logZ 2, 23
P=kT—y—=—3vs3" (BV 7). (18)
Pero, por otro lado,
0logZ 1 23
E=—"35 ==yt (BV7). (19)

Comparando las dos expresiones, vemos que

_2E

P=2_— 2
24 (20)

independientemente de si las particulas son fermiones o bosones. El resultado sélo de-
pende de que las particulas sean no relativistas y de que la dimensién del espacio sea
d = 3. Esta relacién permite obtener P a partir de E. Debido a que en el caso de E tenemos
una férmula que puede interpretarse en términos probabilisticos, es mds comodo calcular

P por este medio que a través de, por ejemplo, la Ec. (18).

El paso al continuo

Introduciendo la longitud de onda térmica,

h?pB
A= 21
la Ec. (15)) puede reescribirse como
mAZn|?
logZ = +g Z 1og[1izexp(— " )} . (22)

nezs

Mediante argumentos similares a los del cuando L >> A, la suma sobre n puede
reemplazarse por una integral en el impulso p,

hn V[ Antv [ 2
Mas adelante veremos que, en realidad, en el caso de los bosones, el paso de la suma a
la integral tiene una sutileza. En lo que sigue, consideraremos tinicamente el caso de los

fermiones. Por ejemplo, para los fermiones, las Ecs. (7) y se leen como

4ngV (> 2 1
N= h3 J PP 1 4z 1epp?/2m’
(24)
E_ 4mgV J°° dp 2 p?/2m
- h 1+z Tepp?/2m’
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El limite T — 0

Conviene estudiar de forma separada el caso T — 0. La funcién

1

n(e) = 1+ ebBle—n)

(25)

tiene el aspecto general mostrado en la figura. Notar que p puede ser negativo.

T—0

98 € €R €

La region de transicion tiene un ancho de orden kT. A medida que T tiende a cero, la
transicion es cada vez mds pronunciada. En el limite T — 0, la funcién es un escalén, con

el salto en € = p. El valor de p cuando T — 0 es la energia de Fermi,

p?
limp=ep=5 . (26)

En ese limite, la primera Ec. (24) se lee como

4mtgV [PF 4 4
_ 779 J dp p? = ngV 5 ﬂgV(ZmeF)g’/z. (27)

N=75 T 3R PP T 33

La energia de Fermi depende sé6lo de la densidad,

h? / 3N \??
—m@W) : (28)

Asi como no es necesario que una particula tenga velocidad nula para hablar de su
masa en reposo, no es necesario que el gas esté a temperatura cero para definir su energia
de Fermi. Ahora bien, ocurre con frecuencia que, aun a temperaturas mayores que cero, el
gas puede ser tratado como si T fuera cero. La temperatura de Fermi, kTy = ey, determina
una escala caracteristica. Si T < Ty, el sistema puede tratarse, en primera aproximacion,
como si T fuera efectivamente cero. Si T > Ty, el sistema se comportara cldsicamente.

Un caso importante es el de los metales. Los electrones de conduccién tienen una
temperatura de Fermi del orden de los miles de kelvins. De manera que, aun a tempe-
raturas muy superiores a la temperatura ambiente, los electrones de conduccién pueden
ser tratados como un gas a temperatura cero. Un caso mds extremo es el de las enanas
blancas. Su temperatura es del orden de los 107 K. La ionizacién de los 4tomos crea un
gas de electrones cuya temperatura de Fermi es del orden de los 10'° K. También en este
caso el gas de electrones puede ser tratado, en primera aproximacién, como un gas ideal a

temperatura cero.
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No es dificil calcular la energia del gas cuando T — 0. La segunda Ec. (24]) implica

, p? _47{9Vﬁ_47‘tgv 3

2m  5h3 2m  5h3 PFEF (29)

4mgV (PF
= J

Comparando con la Ec. (27), vemos que

3
E = =Nep. (30)
5
Por otro lado, de acuerdo a la Ec. (20)),
2
PV = EN €r. (31)

A temperatura cero, el gas tiene una energia y una presion finitas. La ecuacién de Euler,

TS =E+ PV — Ny, (32)

se lee como
li TS—éN +%N Nep =0 33
fimy TS = gNer + gNer —Ner =0 )

El resultado es compatible con el tercer principio de la termodindmica, pero no podemos
asegurar que la entropia tienda a cero cuando T — 0. Para eso es necesario calcular las

correcciones de temperatura finita.

El caso general y las funciones de Fermi—Dirac

En el tratamiento de los gases ideales cudnticos, tiene especial importancia la familia de

funciones polilogaritmicas. Ya vimos que

4ngV [~ 2 1
N = —_
h3 Jo vy 14z Tebe’
(34)
4mgV (= ) €
E= d
h3 L PP e
con € = p?/2m. Mediante el cambio de variables fe — x, queda
00 1/2
NoV 2 J dx — X
A3 /1, 14z Tex
(35)
gV 2 r" x3/2
E="2kT—| dx ———.
AT Tz e
En cada caso, aparece una integral de la forma
0 va1
Iy(z) = —
(2) Jo dx T——— (36)
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Estas funciones pueden desarrollarse en serie de potencias de z,

L(z) = > v L B lJ dx x¥ e . 37
(2) Jo dx x 1+ze" 2 z x x¥ (37)

Con el cambio de variables lx — x, se ve que la ultima integral es LYI'(v). Luego,

(o ¢]

Z l+1 z! (38)

1=1

Para eliminar el factor I'(v), lo usual es definir las funciones de Fermi-Dirac, f,(z), como

I, (z2) | I XV
f.v = = — N
@) =T = T J R P (39)
De manera que el desarrollo en potencias de z de estas funciones es
=) S (40)

1=1

Una propiedad importante de las funciones f, es que sus derivadas pueden expresarse
en términos de las mismas funciones. Derivando la expresién anterior respecto de z,

obtenemos

o0 -1
= i = Dt (a1
z
1=1
Las funciones f, estdn estrechamente relacionadas con las funciones polilogaritmicas.

Estas funciones se definen en términos de su desarrollo en serie de potencias,

Liy(z) = ) o (42)

1=1

De modo que las funciones de Fermi se escriben como
fy(z) = — Liy (—2). (43)

Esta relacion es 1til si estdn usando algtin programa de célculo simbdlico. Probablemente el
programa no conozca las funciones de Fermi-Dirac, pero si las funciones polilogaritmicas.
Existe un extenso catdlogo de propiedades de las funciones Li, (z).

En términos de las funciones de Fermi-Dirac, las expresiones para N y E de la Ec. (35)
se reescriben de una forma muy compacta,

3gV

N = = f3,2(2), E= IBE

kT f5,,(z). (44)

Casi invariablemente uno llega a este tipo de expresiones simples en términos de las
funciones f, y de algin pardmetro caracteristico del problema. Si ven que las cosas se

complican demasiado, es probable que estén cometiendo algtn error.
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La siguiente figura muestra los gréficos de las funciones f3,,, f, y f5,2.

f52(2)

f2(z)

f32(2)

L L L L L L L L L L L L L L L L L

20 40 60 80 100 2z

Al menos en el semieje real positivo, no ocurre nada tremendamente interesante. El com-

portamiento para z < 1 se lee de la Ec. (40)),
fu(z) ~ z. (45)

Mas adelante veremos que para z > 1, las funciones de Fermi-Dirac se comportan como

(logz)”
fylz) ¥ ———. 46
B~ (46)
Dividiendo entre si las Ecs. (44), resulta
3 f5,2(z)
E = SNKT . 47
2 f3/2(2) (47)
La ecuacién de estado se obtiene a partir de la relacion (20)),

2 fs5/2(2)
PV = -E = NkT —/——. 48
3 f3,2(z) (48)

Aunque no tengamos una forma de despejar z en funcién de T y de la densidad, siempre
podemos graficar PV en funcién de T de manera paramétrica, calculando T y PV como
funciones de z. A partir de la primera Ec. (44), tenemos

h2 N 2/3
kT = . 4
2mm |:gi3/2(2):| (49)

Es preferible reescribir esto en términos de la energfa de Fermi, a través de la Ec. (28)),

4 2/3
kKT = |s—F—=—— €F. 50

{3\/7_t fs/z(Z)} ' 0)
La figura de la pagina siguiente muestra el grafico de PV/(Nep) en funciéon de kT/ep. A

temperaturas mucho menores que la temperatura de Fermi, se obtiene el limite

PV 2
_ < 51
N€F 5 ( )
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Como veremos més adelante, a temperaturas mucho mayores que la temperatura de Fermi,
se recupera el resultado clasico, PV = NKkT.

También es interesante graficar el potencial quimico como funcién de la temperatura.
No podemos hacer esto directamente, porque necesitariamos la inversa de la funcién f3 5.
Pero si podemos hacer el grafico de manera paramétrica, calculando al mismo tiempo T y

p como funciones de z. La siguiente figura muestra |p|/er en funcién de kT/ep.

100 -

10¢

I
€r

0.100 - 1| ep
0

0.010 =

0.001 =

0.1 0.5 1 5 10

La escala logaritmica es apropiada, pero algo confusa. En el recuadro se muestra la regién
cercana al cambio de signo de u, en escala lineal. Podria tenerse la impresiéon de que el
potencial quimico se anula justo cuando kT = ep. La impresién es engafiosa; en realidad
no es asi. Queda como ejercicio que calculen la temperatura para la cual p = 0. Veran que

es un valor cercano a Ty, pero no exactamente igual.

El calor especifico

Debido a que no conocemos directamente E como funcién de la temperatura, el calculo del

calor especifico tiene algunas particularidades. Lo que sabemos es que

3 fs,2(2)
E = -NkT —/———. 52
2 f3/2(2) (52)
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El calor especifico a volumen constante estd dado por

1 (OE
o <—) . (53)
Kk~ Nk AT/,
Al derivar la expresion (52), tendremos que derivar la fugacidad,
f L, fs2fl,) (@
3t p(Ba Baia)(2) | 5
k 2|(f3 LEYZ) LEY) L IAVAN

Usando la propiedad (41,

c_3 s Ty _Tsphp) 0z
k 2|f3, =z f§/2 RIAVAN

Para calcular la derivada de z respecto de T, diferenciemos a V' 'y N constantes la relacién

. (55)

v
N ::-%E;fg/z(z). (56)
Resulta
3 gV gV T [0z 3 f3/2 (Z)
0=29"%¢ T+ 9% (=) =-2 .
s 32BdT+ SEhalzldz = o <a1{>\cN 21 2(2) (57)

Reemplazando este resultado en la Ec. (55)), queda

¢ 15f5,2(z)  913/2(2)

k4 fy(z) 4fia(z) (58)

Aunque esta escrito en términos de z, el calor especifico como funcién de T puede graficarse

paramétricamente, tal como hicimos para la presién y el potencial quimico.

10¢

3
2 —
1-
0.100 -
Cc
k
0.010 -
0.001 -
0.001 0.100 10 1000
kT

E€F

Cuando kT > ey, el calor especifico tiende a su valor clédsico %k. En cambio, cuando
kT < ep, como demostraremos mds adelante, el calor especifico tiende a cero de manera

lineal con la temperatura.
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El limite clasico y la primera correccién cuantica

El limite cldsico se obtiene cuando z < 1. En ese limite, todas las funciones f, pueden

aproximarse por su primer término en el desarrollo en potencias de z de la Ec. (40)),
fy(z) ~ z. (59)

Reemplazando en la primera Ec. y en la Ec. (7)), recuperamos, a menos del factor g,

los resultados del gas ideal clésico,

_gzv 3
SER E~ szT. (60)
Es importante notar que el limite cldsico requiere z < 1, lo que implica un potencial

quimico negativo y ntiimeros de ocupacién muy bajos para € > 0, como muestra la figura.

n(e)

11

n(e) ~ ze Pe
|
w €

La primeras correcciones cudnticas a las expresiones se obtienen conservando un

término mas en el desarrollo de las funciones f.,

2

z
f3/2(2) >z — 3372
(61)
2
z
f5/2(Z) ~Z— 257
Entonces, resulta
_gzVv z
N5 (] B 23/2> :
(62)

E:%NkT (1 —25%> (1 —23%)1 ~ %NkT(] +25%)

El objetivo es eliminar z en la tltima ecuaciéon. La primera ecuacién puede reescribirse

como una ecuaciéon de punto fijo,

z:N—7\3<1—23%>_1. (63)
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Este tipo de ecuaciones puede resolverse recursivamente. La aproximacién de orden cero es

NA®
~ N 64
ey (64
Reemplazando la solucién de orden cero en la ecuacién original queda
NA? 1 NA\ ' NA3 1 NAS
z o~ A 1— A :—}\ T+ 55— - (65)
gVv 23/2 gV gV 23/2 gV
En la segunda Ec. (62)), es suficiente con reemplazar z por su aproximacién de orden cero,
3 T NAS
Ex - NKT (14 75— |- 66
(1 5 ) o

En especial, la ecuacion de estado, teniendo en cuenta la primera correccién cuantica, es

2 1 NA3
PV = JE~ NKT (1 + 2579—\/) . (67)

En el cuando estudiamos los gases cudnticos en el ensamble canénico,
llegamos a este mismo resultado, salvo por el factor g. Esto se debe a que en aquel
problema no tuvimos en cuenta ningtn grado de libertad interno. La degeneraciéon de
espin tiene el efecto de disminuir la presién. Uno podria pensar que esto se debe a que
mas de un fermién puede ocupar un estado con un impulso determinado. Entonces, el
impulso medio de las particulas es menor cuanto mayor es g. Pero, jpor qué ocurre lo
contrario en los gases de bosones, para los cuales al aumentar g, aumenta la presiéon?

Existe otra manera de escribir las expresiones anteriores que muestra explicitamente la
escala de energia caracteristica. A partir de la Ec. (28)), tenemos

NA® 4 rep\3/2
w =sala)

Por ejemplo, la Ec. (67) se lee como

(68)

1 €EF 3/2
PV ~ NKT {1 i (ﬁ> } . (69)

El gas de Fermi a bajas temperaturas

Los tres resultados principales que tenemos son

(70)
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Sabemos que cuando T — 0, el potencial quimico tiende a un valor finito, p — ep. Esto
implica que la fugacidad tiende a infinito,

Bu— oo = eP* - oo. (71)

Entonces, para estudiar el comportamiento a bajas temperaturas, necesitamos aproximar
las funciones fy (e*) para & > 1. El método de aproximacion es interesante en si mismo,
de modo que le dedicaremos la siguiente seccion.

El lema de Sommerfeld

De acuerdo a la definicion (39),

I, (e
f,(et) = rgi))’ (72)
donde
00 v—1
I (ef) :L dx 1:7 (73)

S6lo consideraremos el caso v > 0. La funcién

1
— 74
14+ ex & (74)
tiene forma de escalén. Para x S &, vale aproximadamente 1; para x 2 &, vale aproximada-
mente cero. La region de transicion tiene un ancho de orden 1. Si & es mucho mayor que
1, no se cometerd un error demasiado grande reemplazando la funcién (74]) por un escalén
infinitamente pronunciado en x = &. Esa aproximacién corresponde al limite T — 0. Si

hiciéramos tal aproximacion, quedaria

& £v
I, (e%) ~ J dx xV ' = =, (75)
0 v
Pueden verificar que esto conduce a las expresiones y encontradas en el limite
T — 0. Lo que buscamos obtener ahora son las primeras correcciones para temperaturas
T < Tp. Como ya sabemos cudl debe ser el resultado para T — 0, trataremos de aislarlo en
la expresion . Para eso, dividamos el intervalo de integracién en una region dentro del
escalén y una region fuera del escalén,

¢ g Xv—] 00 Xv—]
I(e?) = | dx ———— dx ——. 76
) =] o e ], e (0

Dentro del escalén, la funcién (1 + e* %)~ es igual a uno menos una correccion. Aislemos

entonces el término dominante:

1 1 1
SN R (S R P [P ——
T+ex ¢ ( T+ eX—“~> 1+e (x=8) (77)
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Luego,

¢ 3 iy 1 00 V1
Iv<€):JOdXX [1—m1+Ja dXW

B &y & xV—1 00 xVv—1
— 7 JO dx m + J£ dx m (78)

El objetivo inicial esta cumplido: el primer término es el que corresponde a T — 0. Ahora
bien, la funcién que aparece en la primera integral,

1

Tre o (79)

es el reverso de la funcién (74). Para x < &, la funcién (79) es aproximadamente igual a
cero, mientras que para x 2 &, es aproximadamente igual a 1. Mds autn, para x < §, la
funcién es de orden e %, de modo que tiene poca importancia si el limite inferior de
la primera integral en la Ec. se reemplaza por menos infinito. En lugar de hacer el
reemplazo directamente, para no introducir todavia ninguna aproximacioén, separemos esa
integral en dos partes,

3 v—1 & v—1 0 v—1
X X X
R e el DR el B wer

En la primera integral, podemos hacer los cambios de variables x = x + &, x — —x, y en la
segunda, x — —x. Con esto resulta

B L
R—L dx g ; dx1+ex+£. (81)

La dltima integral requiere un poco de cuidado, porque v no es necesariamente un ntimero

entero. Adoptando la convencion de que la fase de —1 es im, escribamos

(—X)V71 _ e(\,,])log(fx) _ e(vf1 ) (log x+im) _ va1 ei(\/f] )Tt. (82)
Asi,
00 v—1 o0 v—1
—x . X
R:J dxu—e“‘””J dx ———+- (83)
0 1+ ex 0 T4 exte

La ultima integral es I, (e ). Esta integral da correcciones exponencialmente pequefias,
debido a que el salto en el escalén ocurre en x = —§, muy a la izquierda del limite inferior
de integracion.

Reuniendo todos estos resultados, lo que tenemos hasta aqui es

&V 00 Xv—l 00 (E—X)V_] o B
I,(ef) = — dx —— | dx — ™~ v=my (e~ 4
(e%) V+J'5 R e L X +e (e7%) (84)
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Haciendo el cambio de variables x — x + & en la primera integral, queda

v 00 v—1 __ _ \v—1
Iv(eg) _ E_ +J dx (E,‘i‘x) (E X)
v 0 1+ ex

+etTL (e7F) . (85)

Esta expresion es exacta. Gréficamente, tenemos algo como lo que muestra la figura. El
escalon en la integral tiene el salto en x = 0. El 4rea sombreada es la region relevante para
la integracién. La curva en linea de trazos prevé que la parte imaginaria de (§ —x)¥ ' serd
distinta de cero para x > & si v no es entero. El resultado de la expresiéon tiene que ser
un namero real. Si v no es entero, la integral tendrd una parte imaginaria distinta de cero,

que cancelard la parte imaginaria del término e!™ =17, (e7%).

(&+x)!
1
1+ ex (& —x)v!
X
&
La integral en la Ec. (85]) es de la forma
¥y 9

J=1 d . 86
JO x 1+ ex ( )

Como el escalén da mds peso a la regidon cercana al origen, la idea es desarrollar g(x)
en serie de Taylor alrededor de x = 0 e integrar término a término. Conviene escribir el

desarrollo con el indice desplazado en una unidad:

° g(“_”(O) 00 X1 o0 .

ex
n=1 0

La funcién f,, es la funcion de Fermi-Dirac que definimos al principio. Segun la Ec. (40)),

)1+1

=y Y (53)

1=1

Podemos mostrar que esta serie estd relacionada con la funcién zeta de Riemann. Sepa-

rando los términos con | par e impar,

= 1 = ] = 1 1 1
=) Gryme 2 Gor 2 G I (89
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Sumando y restando el altimo término para volver a formar la suma ) 1", tenemos

fnmzzlln_Z_nlen:(]—zj—_])c(n), (90)
donde

=Y o (91)

es la funcion zeta de Riemann. En ningtin momento usamos que n es un ntimero entero,

asi que la Ec. (90) vale en general. Quiza el resultado memorable sea

[Cae = (15 ) rmew (92)
0 14+ ex - 2v—1 :
Volviendo hasta la Ec. (86), queda
J:Joodx 9(x) :i 1= ) ctn+1) g™ (0). (93)
0 1+ex = 2

La idea es aplicar esto a la integral que aparece en la Ec. (85),

dx
0 ]‘|—€X

r’ (&+x) —(&—X)V_l- (94)

Pero hay un problema: si v no es entero, el desarrollo de Taylor alrededor de x = 0 de

la funcién (& — x)¥~!

converge sOlo para |x| < &, porque la funcién tiene un corte de
ramificacién en el eje real para x > &. En el caso de v entero, tendremos un resultado

exacto, pero en otro caso s6lo obtendremos una expresioén aproximada. Segtn la Ec. (85)),

I, (e?) = i—v + JOO dx BT = (B

i(v—1)7mt —&
. T o +e I, (e %). (95)

Si aplicamos el resultado de la Ec. (93)), desarrollando en serie de Taylor la funcién
g(x) = (E+x)""" = (£ =x)"", (96)

si v no es entero, al final del célculo encontraremos que I, (ea) tiene una parte imaginaria
distinta de cero, aportada por el término e¥~"7™ 1, (e"%) en la Ec. (05). Este resultado
proviene del hecho de que al hacer el desarrollo de Taylor, no tenemos acceso a la region
de integracién en donde la propia g(x) es imaginaria. Podemos esconder esta dificultad
tomando la parte real de la Ec. (95]) antes de hacer el desarrollo de Taylor de g(x). Como
I, (e‘ﬁ) es real, tomar su parte real no tiene ninguna consecuencia:

g ()T = (E =)

Iv(ea):7+ReL dx T o

+ cos[(v—1)7|L, (e %). (97)
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Esta ecuacion sigue siendo exacta. Recién ahora aplicamos la Ec. (93)). Para v no entero, el
resultado sera s6lo aproximado, pero ya no tendremos el problema de una parte imaginaria
distinta de cero.

En el desarrollo de Taylor de la funcién g(x) de la Ec. (96), apareceran sélo potencias

impares de x,

> v—1
(E—I—X)V_] . (E,—X)V_1 -2 Z (2n+ ])av—]—(Zn—H) XZTL+1. (98)
n=0
Es decir, g™ (0) =0y
2n+1) () — | v—=1\ v 1_@an1)
g (0)=22n+1)! M & . (99)
Entonces, la Ec. implica
[ ax (a7 (e
X
0 1 + e*
= v—1 v—1—(2n
:ZZ( 22n+1) ((2n+2)(2n+1)! <2n+1>£ il (100)

— 1 v—2n
_ ;( )c(zn)(zn—n!gn_])a 2n

Aqui estamos obligados a usar el signo de aproximacién, porque v puede ser no entero.
Sabemos que la integral en la primera linea de la ecuacién, en general, tendrd una parte
imaginaria distinta de cero. Al hacer el desarrollo de Taylor perdemos esa informacién, y
obtenemos un resultado que siempre es real.

Volviendo a la Ec. y usando que f, = I, /T(v), encontramos, finalmente,

2
M) = gy 2 Z( . ]) B e cosflv = (e ). (01

Este desarrollo se conoce como lema de Sommerfeld. Si v es entero, el resultado es
exacto. En otro caso, se trata de un desarrollo asint6tico. Los desarrollos asint6ticos no
son necesariamente convergentes. Si se fija el valor de & y se calculan las sucesivas sumas
parciales del desarrollo, al principio el error disminuye, pero llega un punto en que si se
agregan mas términos, el error aumenta sin limite. Esto no le quita utilidad. Los desarrollos
asintdticos suelen ser la norma, no la excepcion. La aproximacién de Stirling, por ejemplo,
es el primer término de un desarrollo asintético.

Notemos que si v es entero, la serie en la Ec. tiene un nimero finito de términos:
eventualmente v — 2n se hace negativo y [(v — 2n)!| — oo. Este resultado es bastante obvio

si recordamos que la serie se origina en el desarrollo de Taylor de la funcién

(E+x)"T—(&—x)"". (102)
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Como so6lo estamos considerando el caso v > 0, si v es entero, esta funcién es un polinomio
en x y, por lo tanto, su desarrollo de Taylor tiene un ntimero finito de términos no nulos.

Usualmente, la expresion se presenta truncando la serie en el segundo término y
omitiendo la contribucién del término proporcional a f, (e *). Hay buenas razones para
omitir el término proporcional a f,(e"%), pero hay que hacerlo con cuidado. Si & > 1,
podemos usar el desarrollo de las funciones fy (z) para z < 1, y escribir

fy(e %) ~e b, (103)

En la expresion (|101)), este término decae mucho mds rapidamente que los términos de la
serie, lo que justifica su omisién; a menos, claro, que todos los términos de la serie sean
nulos. Eso pasa, por ejemplo, cuando se quiere aplicar el desarrollo para calcular las
correcciones de temperatura finita al potencial quimico en dos dimensiones. Si no se esté
prevenido y se omite el término proporcional a fy (e~%), el resultado es fuente de mucho

desconcierto. En dos dimensiones,

2ngA P 2tgAm J © 1 gA
N = d = dx —— = =—1(z). 104
h? L P Tebe h2B ), YTz Ter A2 1(z) (104)
Cuando v = 1, todos los términos en la serie que aparece en la Ec. (101) son nulos.

Entonces, resulta
f1(e®) =&+ (e %). (105)

Aqui vale la igualdad, porque v es entero. Reemplazando en la Ec. (104)) con & = B, queda

A 2mgA
N =95 Bt fi(e ) | = TOFE [ kT (e ™) |. (106)

Si hubiéramos omitido el dltimo término, habriamos perdido toda la dependencia del
potencial quimico con la temperatura. En la proxima seccién, veremos que en tres di-
mensiones eso no ocurre.

De todas formas, la funcién f;(z) es especial, porque puede escribirse en términos de

funciones elementales, de modo que no es necesario recurrir a ningtin desarrollo:

© 1 o0 ze z 1
_ - = —| dy —— =log(1 . 107
f1(z) JO dx T Jo dx i L y Ty og(1+z) (107)
Luego,
f1(e%) =log(1+e®) =E+1log(1+e %) =&+ fi(e %), (108)

que coincide con el resultado ((105)).
El caso de f; es excepcional. En general, es suficiente con escribir la Ec. (101)) truncando

la serie en n = 2 y omitiendo la correccién exponencialmente pequefia del dltimo término,
v 2 7 (4

(et ~ b (2) 7 44

v—2
T T2t Tan

gy, (109)
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La funcién zeta de Riemann evaluada en los enteros pares asume valores expresables como

fracciones racionales de n"; por ejemplo,

Con esto, la Ec. (109) se reescribe como
&Y o 7t
E ~ _ 1y g2 _ _ _ 2yl 4
fy(e )_F(v—H) T+v(v—1) z E24+v(v—=1)(v—=2)(v—-3) 3605 ] (111)

En ninguno de los problemas de la guia es necesario conservar mas alld de la primera

correccion. Si hay una férmula para anotarse para el parcial es

fy(e®) ~ & +v(v— 1)”—2 5—2] , (112)
Fv+1) 6
con la salvedad que hicimos antes para v = 1. En tal caso, fi(z) = log(1 +z) y no es
necesario hacer ningtin desarrollo.
Quedara mas claro lo que queremos decir al hablar de desarrollos asintéticos si grafi-
camos las funciones f, y sus aproximaciones. La siguiente figura muestra f3,,(e%) y la

expansion de Sommerfeld conservando en la serie un ntiimero creciente de términos n.

100 |

0.1E

Recordemos que la expansién de Sommerfeld es aplicable en la regién en la que £ > 1. La
linea de trazos corresponde a la aproximacién de orden cero, es decir, al primer término
en la expresién (101)). Es claro que la curva con n = 1 representa una mejor aproximacion.
Pero, contrariamente a lo que uno podria esperar, a medida que se agregan mds términos,
para & fijo, el error no disminuye necesariamente. Uno esperaria que el orden de las
curvas fuera el inverso, que al agregar mds términos se extendiera la regiéon en la que
la aproximacién es valida. Pero ocurre justamente lo contrario. Cuantos mds términos
se agregan, mds restringido es su rango de validez. La siguiente figura muestra el error
relativo para valores fijos de & como funcién del ntimero de términos conservados en el

desarrollo.
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error £=2
relativo
108 -
4
100 -
6
0.01F
8
[ | | | | |
2 4 6 8 10
n

Cuanto menor es &, mas rdpidamente diverge el desarrollo (101)) a medida que se agregan
mas términos. Cuando maés grande es &, el error minimo disminuye y es posible conseguir
una mejor aproximacioén incluyendo mds términos del desarrollo. Pero, de todas maneras,
eventualmente el error comienza a aumentar y el desarrollo diverge. Recuerdo que la

siguiente nota al pie en el libro de Landau y Lifshitz me produjo una profunda impresion:

¥ This amounts to neglecting exponentially small terms. It must be remembered
that the expansion (58.1) derived below is an asymptotic, not a convergent, series.

Si v es entero, obtenemos un comportamiento por completo diferente. Las figura de

abajo muestra lo que pasa para v = 6.

ET T T T T T T T T T T T T T T T ™3

109
104k
1000 £

100

10F

La expansion de Sommerfeld cuando v es entero tiene un nimero finito de términos, asi
que mal podria divergir. Al agregar mds términos, el error disminuye uniformemente y
es posible aproximar g, para valores cada vez menores de & Como la expresion ((101)) es

exacta, es fuente de algunas relaciones interesantes entre f, (e*) y f, (e %). Por ejemplo,

2 2
f2(e%) + (e ) = % + % (113)
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La primera correccién de temperatura finita

Podemos aplicar los resultados anteriores a las expresiones generales para el nimero de

particulas y la energia

gV 3 f5/2(Z)
N=2_f E = ZNKT .
A3 3/2(2‘)) 2 fg/z(Z)

(114)

Para el namero de particulas, a partir de la Ec. (112)), obtenemos

? (KT\?| 4ngV . e (kT\?
_ /2,372
1—1——8 <_H> ] TR (2m)>/“u 1+—8 (_H) . (115)

N ~ 4gV
3y A3

Esta ecuaciéon debe pensarse como una ecuacién para el potencial quimico. La idea no

(Bu)*/?

es resolverla exactamente, sino encontrar la primera correccién al potencial quimico en
potencias del pardmetro kT/er. El camino més préctico es usar aproximaciones sucesivas.

El objetivo es escribir la ecuacién anterior en la forma
n = F(w). (116)
Cuando T — 0, sabemos que pu — ep. Eso seria la aproximacién de orden cero,
Lo = EF. (117)
Reemplazando en la Ec. ([116]), obtenemos la aproximacién de orden uno,
= F(uo) = Fler). (118)
Este procedimiento puede continuarse indefinidamente:
M2 =F() = F(F(eF))>
uz = Fuz) :F(F(F(eF)))) (119)
etc.

En nuestro caso, no tiene sentido ir més alld de la primera iteracién, porque la Ec. (115)) ya
es una aproximacion.

Para aplicar este método, reescribamos la Ec. (115 como

M= m 4ngV 8 \ ~ 2m \4ngV 12\ p ’

Sabemos que el resultado de orden cero debe ser la energia de Fermi, como lo confirma

la Ec. (28):
n (KT\?
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El punto de partida en la solucién recursiva es pip = €p. La primera iteracién da

L~ ep [1 — % (E—DZI . (122)

Este es el resultado buscado. No tiene sentido iterar mas veces, porque la Ec. (121)) es vélida
hasta orden T2.

Veamos ahora lo que pasa con la energia,

£ = Sner fo2l®)

2 f3,2(2)

(123)
Aplicando la Ec. (112)), resulta
—1
f5,2(z) 2 5m2 <kT)2 2 (kT)z 2 2 <kT)2
~ = T4+ —(— T+ — [ — ~ = T4+ = — . (124
f3/2(2) 5PH 8 \ 8 \u i 2 \p (124)

En el dltimo término dentro del corchete, podemos reemplazar pu por ep. Ademds, usando
el resultado ((122),

fs2(2) 2 m? (KT’ m (KT\?| 2 5m2 (KT\?
f32(z) 5[361: [1 ~ 1 (g) ] [1 + 5 (€_F) ] - EBGF [1 +1—2 (€_F) . (125)

Reemplazando esta expresion en la Ec. (123)),

502 [kT\?
T+55 (e—F> ] . (126)

A orden cero, recuperamos el resultado . Pero ahora podemos calcular también la

3
E~ =N
5 CF

primera correccion al calor especifico,

c 1 [/0E w2 kT
-z (== ~_ 12
K~ Nk (6T>V)N 2 er (127)

Este es el resultado que anticipamos cuando graficamos el calor especifico en la pag. 9]

l

Es mds sencillo calcular la expresiéon aproximada de la energia y luego, a partir de
ahi, calcular la expresion aproximada del calor especifico, que calcular directamente la

expresion aproximada del calor especifico a partir de su expresién exacta,

c_ 15f5,2(z) 9 13,2(2)
k4 f30(z) 4f10(z)

(128)

aunque tampoco es para hacer escandalo. Eso queda como ejercicio para ustedes. También

les queda como ejercicio verificar que

S kT
K7 o (129)

de manera que se cumple el tercer principio de la termodindmica.



