Fisica Teérica 3 — segundo cuatrimestre de 2023

Guia 6: problema 1[f

m Una particula estd en una caja de lado L y volumen V. Su hamiltoniano es H = p2/2m.

a) Encontrar los autoestados y las autoenergias con condiciones de contorno periédicas.

b) Mostrar que el célculo de la funcién de particién candnica, Z;, se reduce a evaluar sumas

de la forma

£(0) = i e o, (1)

n=—oo
Escribir 0 en funcién de L y de la longitud de onda térmica A.
. . . ., _ 2
c) Graficar cualitativamente la funcién escalonada e=°™", con n entero, para valores pos-

itivos de 0: cercanos a 1, mucho menores que 1, y mucho mayores que 1. En qué

circunstancias se deberia poder aproximar la suma (1)) por la integral

[(0) = J dn e o™, (2)
En tal caso, demostrar que Z; ~ V/ A3,

d) Evaluar numéricamente f(6) y 1(0). Determinar las cotas de 0 para las cuales el error

relativo al aproximar la suma por la integral es menor que: 1% , 0,01% y 107°%. Si

no tiene a mano un programa de calculo, puede usar online el sitio de [Woltram Alpha|

Ingrese por ejemplo la siguiente instruccién:
x=1;a=sum[exp[-x n~2],{n,-infinity,infinity}]; b=(pi/x)~0.5; c=100abs[(1-b/a)]; a,b,c

e) Con estos resultados a la vista, ;cudl es el criterio para poder aproximar la suma por la
integral?

f) ¢Cuadl es el valor de 0 para H, a 300 K, contenido en un recipiente de 1 cm3. ;A qué

temperatura falla el criterio del item anterior?

g) Analizar de nuevo el problema pero con condiciones de contorno homogéneas.

Condiciones de contorno peridédicas
La ecuacién de Schrodinger independiente del tiempo es

hZ
— szw =E. (3)
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En coordenadas cartesianas

02y n 0%y n 02V - _ZTTLE (@)
ox2  0y? 09z2  h2’

La ecuacion es separable. Proponiendo para ¥ la forma
Y(x,y,z) = X(x)Y(y)Z(z), (5)

se encuentra

X"(x)  Y'ly)  Z"(z)  2mE ©
X T Yy) | zz) w2

Esto solo es posible si cada término en el miembro de la izquierda es igual a una constante,

X// Y// Z//
Y = _ki> 7 = _kfp 7 = _kia (7)
donde
2mE
2 2 2
kg k=S (8)

Elijamos los ejes de tal manera que la caja quede definida por las ecuaciones
0<x<L, 0<y<lL, 0<z<L (9)

Para poder satisfacer condiciones de contorno periédicas, las constantes k? en la Ec.
deben ser mayores o iguales que cero. En definitiva, las tres funciones X, Y y Z satisfacen

el mismo tipo de ecuacién. Las soluciones son exponenciales imaginarias,

X(x) = et Y(y) = ey, Z(z) = e'*+*, (10)
donde
2y
ki = ”Ln , n, € Z. (11)

Finalmente, lo que tenemos es una base para las soluciones de la ecuacién de Schrodinger.

Adecuadamente normalizadas, las funciones de la base son

1o
‘Pn(r)ZWelk" ) (12)

con

2
n=nX+nyy+n,z, kn = Tnn. (13)

La energia correspondiente a la autofuncién ¥, es

2

n+nl+n2). (14)

h? (2m\?
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Una vez que hemos determinado las autofunciones de la base, la funcién de particiéon

se calcula como

2
Z; = Z e PE — Z exp {_Z(in% (ni+n§ +n?)|. (15)

estados Ty, Ty,

Definamos la longitud de onda térmica tal como en el caso clésico,

Bh?
A = ) 16
2mtm (16)
Entonces,
T2

Tlx, Ty, Mz

Esto puede escribirse como el producto de tres sumas, todas con la misma forma,

00 3
Z, = [ > e—mznz/”] . (18)

n—=—oo

La suma involucrada es la que en el enunciado se define como f(6),

ee]

f(O)= > e, (19)
donde
o @
Supongamos por un momento que fuera licito aproximar la suma por la integral,
i AR Joo dn e TN/ (21)
La integral que aparece aqui es la funcién I(6) del enunciado,
1(0) = f dn e o, (22)
No es necesario hacer ninguna transformaciéon mds para calcular I(0). Sabemos que
1(0) = g (23)

Sin embargo, con el objetivo de acercarnos a la funcién de particiéon del caso clésico, con el

cambio de variables

212 p?
e 2
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queda

LZ o0 I__ [e%)
I= szJ dpeﬁ"z/z‘“ﬂj dp e PP/2m, (25)

— 0 —00

En resumen, si aproximamos f por I, resulta

Vo[ Y
>~ ﬁ (J dp eﬁpZ/Zm) — ﬁjdsp e*BPZ/Zm_ (26)

—00
Esta es exactamente la funcién de particion de una particula no relativista en el caso clasico,

\%

Z]:)\—s.

(27)

Evidentemente, es més facil manipular integrales que sumatorias, de manera que interesa
saber bajo qué condiciones podemos aproximar la suma f(0) por la integral 1(0).

En general, la aproximacién de una suma

> s, (28)
por la integral
Joo dn s(n) (29)

estd justificada si la funcién s(n) varia de manera lenta. Graficamente, término a término,
la sustitucion de la suma por la integral corresponde a cometer un error igual al 4rea de la

regién aproximadamente triangular en la siguiente figura.

Y

El argumento gréfico basta para convencerse de que cuanto mds lentamente varie la

funcién s(n), menor serd el error. La cuestion es, jqué tan lentamente tiene que ser eso?
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En nuestro caso, la funcién s(n) es
s(n) = e 0 = g NN/ (30)

La velocidad de variacién de la funcién estd regulada por el valor de 6. Cudnto maés
pequetio sea 6, menor es s’(n). Cuando mas grande sea L y menor (3, la integral aproximara

a la suma con maés precisién. La figura muestra el error relativo,

1(0)
A=1—_——. 1
(0) (31)
Notar que la escala vertical es logaritmica.
001
10‘7}
A
10712
10717
0.5 1.0 15 2.0
0

La siguiente tabla muestra algunos valores particulares, de f(0), [(0) y el error.

0 f(0) 1(0) A
0,416105450793 | 2,747 72480253 | 2,747 72480225 | 1010
0,516359 3836 2,466 60100 2,46660098 | 1078

0,6802562 2,1490133 2,149011 1 10~
0,996 589 1,77566 1,77548 104
1,866 1,31 1,30 102

Contrariamente a lo que sugiere una primera impresién, no es necesario que 6 < 1 para
que el error sea pequefio. A todos los fines practicos, un criterio razonable para reemplazar
la suma por la integral pareceria ser 6 < 1.

Con la tabla anterior a la vista, uno dirfa que el gréfico de la funcién escalonada deberia
estar muy bien aproximado por la funcién continua. La figura siguiente demuestra que eso

no es asi. Los casos 6 = 1y 0 = 2 son desconcertantes.
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Algo muy particular debe estar pasando con la funcién gaussiana para que atn en los dos
altimos casos el error sea mucho menor que uno. Incluso, mirando la primera figura, uno
nunca diria que el error es tan ridiculamente bajo.

La funcién f(0) es el analogo discreto de la integral gaussiana. Seria extrafio que f(0)

no fuera una funcién muy estudiada. En verdad, la funcién

f(0) =) e o, (32)
esta relacionada con una de las funciones theta de Jacobi,
f(0) =95(0,e7?), (33)
donde
03(z,q) = Y qVem= (34)

Fuera de los experimentos numéricos, existe una manera muy concreta de medir el e-
rror que se comete al reemplazar la suma gaussiana por la integral gaussiana. Como

demostraremos a continuacién, para f(0) vale el siguiente desarrollo:

£(0) = \/g (1 +2e /0 4 2eM/0 4 0 /0 4 ) . (35)

Esto muestra que el error es exponencialmente pequefio. Para 6 = 1, las primeras tres

correcciones dentro del paréntesis valen aproximadamente
2¢ ™ ~ 104, 2e 4 210717, 2e 9 10738, (36)

De modo que no es extrafio que la aproximacién de la suma por la integral sea extremada-

mente precisa para valores de 6 < 1.
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Hay una deduccién del desarrollo que es interesante en si misma. Si definimos
gty = Y e ot (37)
entonces f(0) = g(0). Es facil ver que g(t) es una funcién peridédica en t. En efecto,

t—|—1 Z e —8(n+1+t)? Z e -0 (n+t)? (38)

n=—oo n=—oo

También es facil ver que g(t) es par. Esto sugiere hacer un desarrollo de Fourier de la forma

= Z gv cos(2mvt), (39)
v=0
donde
:
gv=(2— 6V’O)J dt g(t) cos(2mvt) = (2 — 8v,0)T+. (40)
0

Recuerden que en al desarrollar en serie de Fourier, el término con v = 0 tiene un factor
de normalizacién que es un medio del factor de normalizacién del resto de los términos.

Tenemos que evaluar la integral

1 00

:
Iy :J dt g(t) cos(2mvt) :J dt Z e 9t o5 (27rvt)
0 0 n=—oo
(41)
0 1
— Z J dt e 0% cog(27Tvt).
n=—oo 0
Cambiando de variable n 4+t — t en cada término de la suma y notando que
cos[2mtv(t — n)] = cos(2mvt), (42)
queda
00 n+1 5 00 5
Jy = Z J dt e ' cos(2mvt) :J dt e ®Y cos(27vt). (43)

n=—oo

La dltima integral es la transformada de Fourier coseno de la funcién gaussiana. Aunque
empezamos calculando el coeficiente de una serie de Fourier, terminamos calculando una
transformada. Tal vez ya hayan visto que la transformada de Fourier de una gaussiana es

también una gaussiana. Para resolver la integral conviene escribir

J, = Rej dt e OV 2, (44)

—00
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Completando cuadrados,

© imv\? 2
JV:ReJOOdt exp —G(t— 0 ) ~ 7

00 . 2
— o V?/0 ReJ dt exp [—9 <t — ?) ] .

Lo tinico que nos falta demostrar es que la dltima integral es igual a 1/7t/6. El problema es

que no podemos hacer el cambio de variables

t—?—m (46)

sin que el camino de integracion abandone el eje real. El truco es estudiar la siguiente

Je dz exp [—e (z - ?)2] , (47)

donde € es el contorno que muestra la figura, con ty — oo.

integral de contorno

()

Como en el interior del contorno la funcién que estamos integrando es analitica, la integral
de contorno es cero. Por otro lado, las integrales sobre los dos tramos verticales tienden

exponencialmente a cero. Luego, cuando ty — oo,

L] dz exp [—6 (z— ?)2 + Lz dz exp [—6 <z— ?)2] =0. (48)

Aqui C; es el tramo del contorno sobre el eje x, y €, es el tramo del contorno cony = imv/6.

La primera integral es la que queremos calcular. La segunda integral es sobre la recta

3 2 — 00
J dz exp [—6 (z — m_v) ] = J dxe @ = /T (49)
65} 0 0 0

z=x+1mv/9,
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De manera que, finalmente,

Eo dt exp [—e (t— ?)2] - g, (50)

y
g, = e~Vim/0 g (51)
Volviendo a la Ec. (39)), queda
W)= /S 11+ e/ cos(2mvt) | . 52
9 0
v=1

Evaluando en t = 0, recuperamos la expansion (35)),

i e o = \/g (1 +zi ev2ﬂ2/6> _ \/g i /0, (53)
v=1

n=—oo V=—00

Este método de escribir una suma en términos de otra por intermedio de la transformada
de Fourier se conoce como la férmula de sumacién de Poisson. Notar que la serie de la
izquierda converge lentamente cuando 0 < 1, mientras que la serie de la derecha lo hace
rdpidamente, y viceversa cuando 6 > 1.

Resumiendo: la funcién de particiéon exacta de una particula en una caja ctbica de
lado L y con condiciones de contorno periddicas es

. 3
0= (@) (g )

(54)
Vv % Y
_ —v2mL2 /A2 _ —mtL2 /A% —4mL2 /A2
—)\—3<]+2Ze ) =5 (1+6e +18e o).
v=1
El criterio para poder aproximar Z; por la funcién de particion clésica es que
TIA?
= S (55)

Existe atn otra manera de expresar esta condiciéon. Segun la Ec. (14), la energia de los
primeros estados excitados es

h? T A2

T 2mlz T pLE (56)

By
La Ec. significa entonces que

BE; < 1. (57)

~
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Suele definirse una temperatura caracteristica asociada a los grados de libertad de traslacién,

E
a:f. (58)

En términos de esta temperatura, el criterio (57)) se lee como

O, <T (59)

La discretizacion de los niveles serd importante cuando T sea del orden o menor que ©;.

Consideremos H; a 300 K en 1 cm3. La longitud de onda térmica es

h
A=——o-=o"~x7x10"m (60)
2mmkT
El valor de 0 es
0~ 1,6x10""°, (61)

La funcién de particiéon de una particula es

\%
z1:X§z3x1Nf (62)

El error relativo cometido al aproximar la suma por la integral es

Are 107, (63)
La temperatura ala que 0 =1 es
h? 14
= ~ a . 4
T kL2 5x107" K (64)

Otra cosa que podemos calcular es la correccion a la presiéon debida a la discretizacion
de los niveles. El modelo es un poco rudimentario, porque se trata de una sola particula.

De todas maneras, la presion estd bien definida,

0log Z
P=kT gi,‘. (65)
Para Z; usemos la expresién aproximada
3/2
Z, ~ (g) (1 + 66’”2/9) . (66)
Luego,
3 Tt —2/e
Entonces,
P 472
_V ~1— ie n?/0 (68)
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La figura muestra PV/kT en funcién de 0. En linea de trazos, el valor clasico. En linea de
puntos, la expresion exacta. En linea llena, la expresion aproximada de la Ec. (68).

1'0}.. ———— -
0.8}
0.6}
PV
kT 04~
0.2:—

1 2 3 4 \3

Analogamente, podemos calcular la energia media. Para comparar con el caso clésico

escribamos

2E ialogL ~ _4126—”2/9

3kT ~ 3kT o 0 (69)

Es la misma funcién que obtuvimos para la presién. Esto no es una coincidencia, sino que
puede demostrarse que vale en general, independientemente de si el régimen es cuédntico
o clasico o de si se pueden aproximar las sumas por integrales. Tampoco depende de que
sea una sola particula, como veremos a continuacion.

La funcién de particién canénica de N particulas es

Zn=Y et (70)

estados
La prima sobre la sumatoria indica que debe tenerse en cuenta:
e Silas condiciones de contorno son homogéneas o periddicas.

e Si las particulas son bosones o fermiones o si se usa la estadistica de Boltzmann.

La energia de cada estado sera una suma de términos, todos proporcionales a

h? h?
2ml2  2mV2/3° (71)

Esto implica que la funcién de particion serd una funcion de BV—2/3, que es lo mismo que

decir que es una funcién de 6,

Zn = Zn(0). (72)
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La presion es

~ _dlogZn(0)  2KkT :

Por otro lado, para la energia tenemos

0logZn(0)
5

Entonces, sin importar si las particulas son fermiones o bosones, ni si las condiciones de

E= = —kT [log Zn(0)]"0. (74)

contorno son homogéneas o periddicas, ni si el régimen es cldsico o cudntico, ni si las sumas

pueden reemplazarse por integrales,
2
PV = §E’ (75)

Volviendo a la cuestion de pasar de las sumas a las integrales. Segiin escribimos antes

0 3
Z = }\13 (1 +2y e—vzﬂz/%z> - 7\_\2 (1 +6e /A L 18e AN ) ,  (76)

v=1

y el criterio para poder aproximar Z; por la funcién de particion clasica es que

o<, (77)

Estos resultados indican que, en condiciones no demasiado extremas, el paso del espectro
discreto al continuo va a ser la menor de las dificultades que vamos a encontrar en la
estadistica cudntica. En la primera parte del curso, argumentamos que la estadistica de
Boltzmann es vélida cuando el volumen por particula es mucho mayor que A3

NA3

T < 1. (78)

Lo que demostramos ahora es que el paso de sumas a integrales es valido cuando

7.[3/2)\3
<T. 79

Esto muestra que en el limite clasico, siempre estd permitido pasar de sumas a integrales.
También muestra que es posible pasar de sumas a integrales atin cuando estemos en
régimen cudntico; basta con tener un ntmero suficientemente grande de particulas. La
pregunta es: en régimen cudntico, ;bajo qué condiciones es posible pasar de sumas a
integrales? Tienen que cumplirse dos cosas:

NA3 73/ 2N\3

157’ v S (80)
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Es decir,
T _ A 1
NSV S e (81)
Para que esto sea posible, debe ser
2SN, (52)

lo que significa que N tiene que ser mayor que alrededor de cinco particulas. Si queremos
estudiar el régimen cudntico de menos de cinco particulas, no podremos pasar de sumas a

integrales.

Condiciones de contorno homogéneas

Las condiciones de contorno periédicas resultan précticas, pero son un poco artificiales.
Una caja propiamente dicha debe modelarse como un pozo infinito de potencial. En el
contorno, la funcién de onda tiene que anularse. Segun veremos a continuacién, esto
arruina por completo el paso de las sumas a las integrales para valores de 6 que no sean
estrictamente mucho menores que uno.

Las autofunciones son ahora

Ya(r) = %sin kyx sinkyy sink,z, (83)
donde
n=nxX+nyy +n,z, n; € N. (84)
y
k= %n. (85)

Notar que ahora el caso n; = 0 estd excluido. La funcién de particion es

o 2
Zy) = Z e BE — Z exp {_SE:LZ (n2 —f—nﬁ +n)|. (86)

estados Ty, My, M =1

Definiendo, como antes,

Bh?
A= - (87)
y
2
o= ™ (88)

-
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queda

3 3
(o0] ] o0
Zy = (Z een2/4> ok ( Z e /4 _ 1) . (89)
n=1 n=—oo

Admitamos por un momento que Z; puede aproximarse del siguiente modo:

3
1 & . 1/ . R AL
3 < Y e /4—1> :g(J dn e /4—1> :E(J dn e " /4) . (90)

n=—oo

Aunque ya podriamos resolver la integral, para darle a esta expresién un aspecto maés
cercano al del célculo cldsico, podemos transformar el producto de las integrales en una

integral triple,

—00

1 = —on2/4 3_1 3. —oemp2/a _ (T 3/2
§<J dne >—8Jdne _(6> , (91)

que es el resultado que obtendriamos cldsicamente. Quizad eso quede mds claro mediante

el cambio de variables

Bp?
PO = o -
Entonces,
1 _oln? B 32 —pp2/2m _ YV —Bp?/2m
nggne oin2/a _ (ﬁ) stp o BP?/2m _ @Jd% e—BP?/2m (93)

que es la funcién de particion clasica de una particula no relativista.
Revisemos la cadena de aproximaciones de la Ec. (90). Ya vimos que una excelente
aproximacion para la sumatoria, valida para 6 < 1, estd dada por el término con v = 0 en

la dltima serie que aparece en la Ec. (53)),
S _en2/4 — Z[ S _HZVZ/B ~ E
n_goo e = \/gv_goo e ~ \/g (94)

El error es de orden e ™/°. Este error es despreciable frente al que se comete en el tltimo

paso de la Ec. (90), cuando se desprecia el 1 dentro del paréntesis,

3
Tt 7T\ 3/2 0

(fi-1) =" (1-+/2). &

El error relativo es de orden /8. Ahora bien, el problema con la funcién raiz cuadrada es

que el hecho de que sea 6 < 1 no asegura v/0 < 1. Basta verlo con un ejemplo: v/0.2 = 0,5.

En el caso de las condiciones de contorno peridédicas, cuando 6 = 1, el error relativo era de

orden 10~*. Si nos queremos asegurar un error relativo del mismo orden con condiciones
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de contorno homogéneas, debe ser

0<1077. (96)

~J

Para este valor de 6, el error relativo cometido usando condiciones de contorno periédicas
es del orden 107177,

El ejemplo de la molécula de H, a 300 K en una caja de 1 cm? sigue estando a salvo en
el caso de las condiciones de contorno homogéneas. En ese caso vimos que 6 =~ 107'°.



