Fisica Teérica 3 — segundo cuatrimestre de 2023

Primer parcial resuelto

m Problema 1. Un sistema esta formado por particulas distinguibles que pueden aniquilarse de
a pares. El niimero de particulas siempre es par. Si hay n particulas, la probabilidad por unidad

de tiempo de que en el sistema se aniquile un par de particulas es 2A por el ntimero de pares.

a) Escribir la ecuaciéon maestra para la probabilidad de que haya n particulas a tiempo t.
b) Verificar que la probabilidad se conserva.

c) Escribir la ecuacion diferencial que satisface la funcién generatriz. La funcién generatriz no

tiene ninguna aplicacién en el resto del problema.
d) ¢Cual es el tiempo de vida medio, T(n), de un estado con n particulas?

e) Si inicialmente hay n particulas, jcudl es el tiempo medio, T(n), hasta que no quedan

particulas? ;Cuadl es el limite de T(n) cuando n — co?
m Solucién. Cuando en el sistema hay n > 0 particulas, el nimero de pares de particulas es
imn—1). (1)
Soélo pueden ocurrir transiciones de n a n — 2. La ecuacién maestra es
Pn =A[M+2)(n+ 1)pns2 —n(n—1)p.]. (2)

Para eliminar la constante A de todas las ecuaciones, podemos redefinir el tiempo t — At, de

modo que ahora el tiempo sea adimensional. La ecuacién maestra se lee entonces como

Pn=M+2)(n+1)pr2—n(n—1)pn. (3)

Evidentemente, si n es impar y todas las probabilidades py(0) con k impar son cero, entonces
Pn(t) es cero para todo t. La ecuacién anterior también es valida para n < 0, asumiendo que
inicialmente todas las probabilidades p,, con n < 0 sean cero. En verdad, para n = —2, queda

P> =0. (4)

Una vez que aseguramos que p_>(t) = 0, el resto de las probabilidades con n < 0 cumplen con

la misma ecuacién,
Pn =0, n <o, (5)

y por lo tanto son nulas para todo t. Sumando ambos miembros de la Ec. (3 sobre todos los
enteros, es facil comprobar que la probabilidad se conserva.

La funcién generatriz es

Flzyt) = ) paz™, (6)
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donde la suma es sobre todos los enteros. Multiplicando la ecuacién maestra por z™* y sumando

sobre n, resulta

oF

50 =2+ 2+ Dpnaz” —Zn —1)pnz™. (7)

Como la suma es sobre todos los enteros, podemos desplazar el indice de la primera sumatoria

sin preocuparnos por sus limites,

o2F
Z(n+2)(n+1pn+zz Zn n—1ppz"? = =32 (8)

Finalmente,

OF _ (1 2 0F

3= 0-7) 57 (9)

La solucién de esta ecuacién no es para nada trivial.

Para calcular el tiempo de vida medio de un estado con n particulas, asumamos queen t = 0
hay n particulas. Si inicialmente hay cero particulas, el tiempo de vida medio del estado es
infinito. Estudiemos lo que pasa cuando n > 0. La probabilidad de que haya n particulas a
tiempo t y de que el sistema decaiga entre t y t + dt es

dp =n(n—1)p(n,t|n,0)dt. (10)

Esto es lo mismo que decir que la densidad de probabilidad de que las n particulas sobrevivan

un tiempo t antes de aniquilarse es
f(t) =nn—1)p(n,t|n,0). (11)

La cuestion es calcular p(n,t|n,0). Si inicialmente hay n particulas, todas las probabilidades p;

con j > n son cero para todo tiempo. Entonces, la ecuacién que satisface p., es

Pn = —n(n— ])pn (12)

Puesto que la condicién inicial es que haya n particulas a tiempo t = 0, debe ser p,(0) = 1. La

solucion de la ecuacién anterior con esta condicion inicial es
pn(t) = e 1t (13)
Por definicién, esto es p(n,t|n,0). Luego,
f(t) = n(n—1)e =Dt (14)

Es facil verificar que

ro dt f(t) = 1. (15)
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El valor medio del tiempo de vida del estado de n particulas es

(o.¢]

T(n) :J

o 1 o 1
dttf(t) =n(n-1) J dtte ™Dt = —J dxxe *=——.  (16)
0

0 nn—1) J, nn-—1)

Recordemos que habiamos asumido que n > 2. Cuandon =0, T(0) = oo.
Si inicialmente n = 0, el tiempo necesario para decaer al estado con cero particulas es

7(0) = 0. (17)

Si inicialmente hay n > 2, para decaer al estado con cero particulas, el sistema tiene que pasar
sucesivamente por los estados con n, n — 2, ... y 2 particulas. El tiempo medio hasta llegar a
cero particulas es la suma de tiempos de vida medios de cada estado:

n/2 1 n/2
) =TM) +T(n—2) +...+T(2) :Zm =>
j=1 j=1

(18)

(1)

=)

Es obvio que sin’ > n, es t(n’) > t(n). Lo que no es tan obvio es que cuando n — oo, el tiempo
q q q p

medio hasta la aniquilacién completa es finito. En principio,

j=1
Ahora bien, tenemos que
T i(—])jxj. (20)
T+x =

Integrando a ambos lados de la ecuacién,

i 41 00 j
log(1 -y X ooy e 21
x4 = 3 (N ==Y ()3 (21)

)

Evaluando en x = 1, obtenemos que el miembro de la derecha es igual a log2. Uno podria
tener dudas respecto a este resultado, puesto que el radio de convergencia de la serie es 1. Sin

embargo, el resultado estd garantizado por el teorema de Abel. En definitiva,
Too = log 2. (22)

Cuantas mds particulas hay, més rdpido se aniquilan. El tiempo medio de decaimiento del

sistema varia entre T(0) =0 y T, = log 2. La figura muestra t1(n) con n > 2. Notar que t(2) = %
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0.70

0.65

0.55

m Problema 2. Una cadena lineal estd formada por N elementos, donde N es par. Cada elemento
puede estar en dos estados, con energias cero y € > 0, respectivamente. No hay forma de
distinguir entre los dos extremos de la cadena. Por ejemplo, si N = 4, las cadenas 1000 y 0001
son indistinguibles. La temperatura es T = 1/(kf) y se define x = e P¢.

a) Encuentre la funcién de particiéon en el ensamble canénico.
b) (Es extensivo el sistema respecto a N? ;Qué sucede en el limite N — o0?

c) (Cuadl es la probabilidad de que el sistema esté en una configuracién simétrica? ;Qué sucede
en el limite N — co? Por ejemplo, si N =4, la cadena 1001 es simétrica.

m Solucién. Lo mads sencillo es ver qué pasa para algtn N relativamente pequefio, por ejemplo,
N = 4. Si los extremos fueran distinguibles, los estados posibles serian:

0000, 1001,

1000, 0001, 0110,

0100, 0010, 1110, 0111, (23)
1100, 0011, 1101, 1011,

1010, 0101, 111.

Vemos que hay dos clases de estados, los simétricos y los asimétricos. Los asimétricos forman
pares, donde uno es el reflejo del otro. Los simétricos no tienen ningtin estado reflejado diferente.
Si todos los estados fueran asimétricos, para contar correctamente el nimero de estados con
una dada energia, bastarfa dividir por dos la funcién de particiéon de la cadena con extremos
distinguibles,

1] /
R —BE
Z= > E e . (24)
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La prima sobre la sumatoria indica que se suma sobre los estados de la cadena con extremos
distinguibles. Esto serfa correcto si todos los estados de la cadena con extremos distinguibles
fueran asimétricos. En tal caso, cada estado en la cadena con extremos distinguibles tendria
asociado un estado reflejado, del cual es indistinguible en la cadena con extremos indistinguibles.
En realidad, no todos los estados de la cadena con extremos distinguibles son asimétricos y la
funcién de particién (24) es incorrecta, porque un estado simétrico es idéntico al estado reflejado.
Los estados simétricos de la cadena con extremos distinguibles no se dan de a pares. Al dividir
por dos estamos contando s6lo media contribucién de los estados simétricos. Para corregir ese
error, debemos restituir a la suma los estados erréneamente descontados. La funcién de particion

correcta seria

1 / 1 /
Z=— —BE 4 _ —BE, 25
2 est%os e + 2 eséos e ( )

simétricos

La primera suma sobre todos los estados es la que hemos visto en clase para el sistema de los

dos niveles. La suma se organiza de acuerdo al ntimero de elementos en el estado con energia e,

" _BE = /N —Ben N
D e :Z(n>e =1 +x)N (26)

estados n=0

En un estado simétrico, si uno fija los estados de los primeros N /2 elementos, automaticamente
quedan fijados los estados del resto de los elementos. De modo que uno sélo tiene la libertad de

definir los estados de media cadena,

/ </ N/2
e PE = (7> e 2mhe = (14x2 . (27)
.esh;d.os TLZ—O n ( )

simétricos

El factor 2 en la exponencial tiene en cuenta que si hay n elementos en el estado con energia €

en una mitad de la cadena, en total habra 2n elementos en ese estado en la cadena completa.

Finalmente,
14+x2 V2
Zz%ﬂ+x)N+%(1+xz)N/2=%U+X)N{1+ LH—X)Z} } (28)
La energia libre de Helmholtz es
1+x2 N2
F = —kTlog Z = kT log 2 — NkT log(1 +X)—leog{1 + [U—l——x)z} } (29)

Esta funcién no es extensiva. Pueden verificar que la entropia tiende a cero cuando la tempera-
tura tiende a cero, de manera que el sistema satisface el tercer principio.

Mientras T # 0, cuando N > 1, el término proporcional a log2 en la energia libre de
Helmholtz se vuelve despreciable. Con respecto al tltimo término en la Ec. (29)), escribdmoslo

como

f(T,N) = —kTlog(1 +y"), (30)



6 Fisica TEORICA 3 - 2023 2C

donde
V1 +x2 1+x2
y=Y o T (31)
1T+x (1+x)
SiT+#0,esx>0. Por lo tanto,
y<l. (32)

Si N > 1, entonces serd y™ < 1. La propia f(T,N) serd un niamero pequefio. De manera que
para T # 0, cuando N >> 1, el sistema serd extensivo con el grado de aproximacién que se quiera.
Para contestar a la dltima pregunta del ejercicio. La probabilidad de que uno de estos

sistemas esté en un dado microestado s6lo depende de la energia,
e PE
VA

P(estado) = (33)

La probabilidad de que esté en un estado simétrico serd la suma de las probabilidades sobre los

estados simétricos,

1 N 1
P(estado simétrico) = Pg = b Z (TZL)XZTI = 2(1 +x2)N/2, (34)
n=0
Usando el resultado (2§),
2yN
Ps= 1N (35)

SiT #0,como 0 <y < 1, esta probabilidad tiende a cero cuando N — co. Esto no tiene nada de

extrafio. El namero total de estados es
Nestados = 3 (2N +2V/2) (36)
y el nimero de estados simétricos,
Ng =2N/2, (37)

La fraccion de estados simétricos es

Ng 2

Nestados - 1 _I_ZN/Z. (38)

Independientemente de las consideraciones termodindmicas, esto tiende a cero cuando N — oo.

Ahora bien, si T =0, esy = 1, y entonces
Py =1. (39)

Esto tampoco tiene nada de extrafio. A temperatura cero, la probabilidad del estado 00...0

€S uno.
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Problema 3. Un recipiente cilindrico de volumen 2V contiene N particulas indistinguibles de
un gas ideal, como muestra la figura. Mediante un procedimiento que no nos esta dado revelar,
cuando una particula estd en la mitad izquierda del recipiente, su energia es cp, mientras que si
estd en la mitad derecha, su energia es p?/2m. Las particulas pueden pasar libremente de una

mitad del recipiente a la otra. La temperatura del sistema es T = 1/(kf3).

a) Encontrar la fracciéon de particulas en cada mitad del recipiente en el equilibrio.

b) La fraccién de particulas en cada mitad del recipiente es la encontrada en el item anterior,
pero ahora los dos compartimientos en los que estd dividido el recipiente estdn separados
por una pared mévil. A la izquierda de la pared, la energia de cada particula es cp; a la
derecha, p?/2m. Encontrar la fraccién del volumen total que ocupa cada compartimiento en

el equilibrio.

m Solucién. Puede considerarse que el sistema total estd formado por dos subsistemas que
intercambian particulas y energia. En el equilibrio, los potenciales quimicos deben ser iguales.
Para relacionar los potenciales quimicos con los nimeros medios de particulas, lo més sencillo
es usar el ensamble gran canénico.

Para la mitad ultrarrelativista del sistema, la funcién de particién en el ensamble canénico es

1 (V[ 5 e 1 [ 4nV r’ , N
-— (= P = — ulo 4
Y N <h3Jdpe ) N. | Thep)? g duu‘e (40)

Ya sea que uno calcule la integral usando partes (por ejemplo), o que recuerde que

Mx) = J:O dtt* et =(x—1), (41)

el resultado es

2 ()" ”

donde

(43)
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La funcién de particién en el gran canénico es

ZOO zV
Z’Cl = ZaZNa = eXp <A_3) . (44)
Nq=0 a

El namero medio de particulas es

dlogZe  zV
T, T a

a

Ng = (45)

Para la mitad no relativista del sistema,

1 [4mV (® ) Ne o
1 = — | —— 2,—Bp°/2m —_
® T Ny ( iE L dppre No!

La integral puede hacerse por partes o, alternativamente, reescribirse como

Np
4 2m\ >/2 [ 2
hﬂ(%) [ duuze—u] (46)

Jdu we W = %de y'/Ze v =1r(3) = T (47)

En el dltimo paso usamos que

r(3) = ir() = Y~ (18)
Luego,
1T /V\™
_ (¥ 4
- () (19)
donde
hzﬁ 3/2
3 _
- () o

La funcién de particién gran candnica serd

zV
Zp, = exp (7\—3) . (51)
b

La deduccién de este resultado no era necesaria. Si uno recordaba esta expresion, podria haber

partido desde aqui. El nimero medio de particulas resulta asi

dlogZy _ ZV
oz A

Nb =z (52)

Para determinar z, imponemos la condicién de que el niimero total de particulas sea N,

zvV.  zV

N =N, +Np =~ 427 53

Por lo tanto,

N/1 1\
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La fraccion de particulas en cada mitad del recipiente serd

No N Ny A3

N AN+A N NHA

(55)

Si se cierra la division en el recipiente con una pared mévil, en el equilibrio las presiones a
ambos lados de la pared deben ser iguales. La presién de un gas ideal en el limite clasico, sea

relativista o no relativista, es

NkT
P=_—"_. 56
= (56)
Entonces,
P _ NakT  NKT Ay
¢ Vq Vo A2 4+N
(57)
P N kT NKT A}
"TVe T Vo A A
Para que las presiones sean iguales, debe cumplirse la siguiente condicion:
VuA? = VA2, (58)
Ademads, como
Va4 Vp =2V, (59)
las fracciones del volumen total que ocupa cada compartimiento seran
Vq A V A3
b > a (60)

2VONEA 2V A AT



