Fisica Tedrica 3 — ler. cuatrimestre de 2019

Re:Guia 3: El problema de los dos niveles

m El tercer problema de la Guia 3 dice:

Sea un sistema de N elementos distinguibles y no interactuantes, cada uno de
los cuales puede tener dos valores de energia, 0 y e.

Calcule la funcién de particién candnica Z¢ (al menos de dos maneras distintas)

Estas notas transcriben en palabras una breve cadena de razonamientos que tiende a
incorporarse de manera automatica a medida que uno resuelve cada vez mas problemas.

m La funcién de particién canénica es una suma del factor de Boltzmann extendida sobre
todos los estados:

Z(B) _ Z efﬁE(estado). (1)

{estados}

En el caso de los n elementos, los estados se pueden definir dando el estado n; de cada
elemento. Por ejemplo, mediante N-uplas de la forma

{estados) = {(m,nz, ) | e o, 1}}. 2)

La suma sobre los estados puede organizarse como una suma sobre las N-uplas, que a su
vez se plantea como una suma sobre cada n;,

1

1 1
Z(B)= ) flestado) = > e Y f(ng,mg, . m), (3)
{estados} ny1=0n,=0 nn=0
donde
f(ny,na,...,nn) = e BE(Mim2,.onn) _ o—Be(mitnat...4nn) (4)

Si la funcién f se factoriza como el producto de n términos, tal como ocurre con el factor
de Boltzmann para elementos independientes,

efﬁe(n1+nz+...+nN) — efﬁen1 ef[Senz . ef[ﬁenN’ (5)

entonces la suma Z(3) queda escrita como un producto de factores

1 1 1
Z(B) = (Z ef’en‘> <Z eﬁe’”) ( Z eB€”N> . (6)
n;=0 ny;=0 nn=0



2 Fisica TEORICA 3 — 2019 1c

Como todos los factores son idénticos, resulta

Z(p) = (Z eff‘e“) , (7)

y como la suma tiene sélo dos términos, finalmente queda
— —pe)N
Z(B)=(1+ePe) . (8)

El célculo de Z por este camino no hace necesario calcular ninguna multiplicidad. La suma
sobre estados se hace explicitamente, estado por estado.

La otra manera de organizar la suma sobre estados es agrupandolos segtin sus energias.
Si las energias posibles de los N elementos son Ej, E;,...,Enm, el conjunto de estados se
descompone como

{estados} = {est. con energia E;} U {est. con energia E,} U e U {est. con energia Ep}

= {estados}; U {estados}, U e U {estados}m . (9)

Entonces la suma sobre estados se separa segin las energias:

Zf (estado) Z f(estado) + Z f(estado) + ...+ Z f(estado). (10)

{estados} {estados}; {estados}; {estados}m

Ahora bien, si f depende tinicamente de la energia del estado, es

Zf (estado) Z f(Eq) + Z f(Ex)+...+ Z f(Em). (11)

{estados} {estados}; {estados}; {estados}nm

Dentro de cada suma, f toma siempre el mismo valor, f(E;), de manera que si hay Q(E;)
estados con energia E;, resulta

Y flestado) = Q(E1)f(Eqy) + Q(E2)f(E2) + ... + Q(Em)f(Em)

{estados}
M
=D Q(EJf(E). (12)
i=1

Para la funcién de particién esto significa que
Z Q(E;)e PE, (13)

En el caso de los elementos independientes con dos niveles, hay M = N + 1 valores
posibles de la energia: 0, €,2¢,...,Ne. La suma sobre energias puede organizarse como
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una suma sobre el niimero de elementos que estan en el estado con energia e,

N

Z(B) =) Q(n)e Pre, (14)

n=0

Aqui el namero de estados (O(n) con energia ne es

de manera que la funcién de particion se escribe como

Z(p) = i (2)6‘3“- (16)

n=0

Si uno estd familiarizado con la expansion multinomial, directamente puede escribir
Z(B) = (1+e )™, (17)

Si esto no se ve inmediatamente, entonces ayuda reescribir la Ec. (16) en una forma en que
la expansion multinomial sea obvia. Lo que sabemos es que

N - N n., N-n
(x+y) :Z <n>x y M (18)

n=0

La Ec. (16) tiene esta forma, basta reescribirla como

Z(B) = ni_o (:) (e-Be)™ TN, (19)

y de aqui se ve que resulta (17).

Esta manera de calcular Z recurre a la multiplicidad de estados segtin sus energias, que
es, como sabemos, la funcién de particiéon microcanénica. Este camino es préctico si esa
multiplicidad es fécil de calcular. Lo que ocurre con frecuencia es que la multiplicidad no
es facil de calcular, y entonces este método no es ttil. Bien sea que podamos o no calcular
tacilmente las multiplicidades, la suma directa sobre estados suele ser la alternativa mas
simple para llegar a Z.

Si la tnica forma de calcular Z fuera a través del ensamble microcanénico, no habria
mayor ventaja computacional en usar uno u otro ensamble. Pero el hecho cierto es que
Z puede calcularse independientemente del ensamble microcanénico y, por lo comtn, de
una manera mucho més sencilla. Por regla general, cada vez que uno agrega una suma, un
vinculo desaparece y el cédlculo se simplifica.

Para ver esto en el problema de los dos niveles, escribamos primero la funcién de
particion microcanénica sin recurrir a ningin método combinatorio. Si la energia cuya
multiplicidad desea calcularse es E,, = ne, el nimero de estados con esa energia puede
obtenerse recorriendo explicitamente todos los estados y sumando una unidad por cada
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estado que tiene la energia requerida. El recorrido sobre los estados se hace, como antes,
mediante el estado de cada elemento. Asi resulta

Q(TL) = Z 6E(estado),En = Z 6Zin-l,n (20)

estados ny,Mn2,...,N

La delta de Kronecker asegura que cada estado con la energia elegida aporta una unidad
a la cuenta total de estados. Si no se recurre a un método de tipo combinatorio, esta suma
es dificil calcular. Lo importante es que, aunque esta suma sea dificil de calcular, el célculo
de la funcién de particién canénica es inmediato, debido a que elimina el vinculo que nos
incomoda. Para ver como ocurre esta simplificacién, construyamos la suma Z(3) a partir
de la suma para Q(n). Resulta,

N N

ZB)=) Qm)ePr=> [ > byaon]e P (21)

n=0 n=0 \nj,ny,...,ny

El hecho de haber introducido una nueva suma simplifica todo el problema. La suma sobre
n puede hacerse explicitamente con la ayuda de la delta de Kronecker. Transponiendo el
orden de las sumatorias queda

N
Z(B) = Z Z 62-{“1,“ e Ben ) — Z e Pelnitnzt..4nn) (22>
N \n=0

ny,ma,...,m ni,n2,...,MN

Obtenemos asi la funcion de particién canénica sin calcular la funcién de particién microca-
nénica. La nueva suma hace desaparecer el vinculo, y ahora cada elemento puede sumarse
independientemente de los demas. El resultado es la factorizaciéon de Z(3) en el producto
de N términos.

En los libros la demostracién anterior suele omitirse. Se la deja expresada en palabras, en
estos o en parecidos términos: la suma sobre energias de una suma de estados restringida
por un vinculo sobre las energias es equivalente a una suma sobre estados sin ninguna
restricciéon en las energias. Argumentos similares valen también cuando se introduce la
funcién de particiéon gran candnica. En tal caso se dice: la suma sobre el ntiimero de
particulas de una suma sobre estados restringida por el niimero de particulas es equivalente
a una suma sobre estados sin ninguna restriccion en el nimero de particulas.



