Fisica Teérica 3 — segundo cuatrimestre de 2023

Guia 5: gas reticular]

Problema 7. Un fluido de particulas que interacttian con un potencial repulsivo puede ser
modelado como un “gas reticular”. Considere un recipiente dividido en N celdas, cada
una de volumen v, comparable al volumen de una particula. Una celda desocupada o una
ocupada por una sola particula tienen energia cero. Una celda ocupada por 2 particulas
tiene energia €, y ninguna celda puede estar ocupada por més de 2 particulas (es decir, la
energia de una celda con mds de 2 particulas es infinita). En el ensamble gran canénico
encuentre la energia media por celda, la concentracién ¢ (nimero de particulas dividido
por N) y la presiéon p en términos de la temperatura y del potencial quimico. En términos
de T y ¢, encuentre expresiones aproximadas para la energia media por celda y para la
presién en los limites en que ¢ es muy pequefia 0 muy cercana a su maximo valor. Ahora

resuelva el problema en el ensamble canénico y compare los resultados.

Ensamble gran canénico

En este problema nos convendra llamar m al nimero de particulas. En el ensamble gran

canodnico, la funcién de particién es

[
Zoo= T et oY T ane s, 0
estados m=0 1

donde la suma sobre i se extiende a los estados con m particulas, y donde z es la fugacidad,
z=eP", (2)

En el problema del gas reticular, los estados de m particulas estdn caracterizados por el
numero de particulas en cada celda, m;, m,, ..., myn. La energia de una celda ocupada

con j particulas es €(j). El nimero total de particulas y la energia son

m=my +...+mu, E=€¢(my)+...4+ e(mn). (3)
Entonces,
ZGC _ Z Z,Zm]+"'+mN e—B[e(m1)+...+e(mN)] ) (4)

m=0 \ {my}

La prima sobre el simbolo de la sumatoria significa que se suma sobre los conjuntos de
valores {m;} que satisfacen la primera condicién (3)). La expresion anterior es poco préctica.

Conviene que dejar que las sumas sean irrestrictas y forzar explicitamente la condicién
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sobre los nimeros m;. Eso puede lograrse mediante una delta de Kronecker,

o0 o0 o0
ZGC _ Z (Z Z Zm1+...+mNef[3[e(m1)+...+e(mN)] 6Zimi,m> ) (5)

m=0 \m;=0 myn=0

La delta de Kronecker asegura que la suma sobre los niimeros de ocupacién satisface la
condicion de que haya m particulas. Aunque hayamos fijado el limite superior de las sumas
sobre m; en infinito, la delta va a cortar automaticamente esas sumas cuando cualquiera
de los m; supere el valor de m. Ahora bien, el hecho de que la condicién sobre el ntimero
total de particulas esté asegurada por la delta, y no por una restriccién en las sumatorias,

permite invertir el orden de las sumas,

Zgc = Z Z Zz““ Ay gmple(mi) o te(ma)] §o (6)

mn=0 m=0

Como lo tnico que depende de m es la delta,

Zoo = Z Z ZMitetmn = Ble(my)+...+e(mn) <Z 6211“1, ) (7)

=0 mn=0
Pero
D> Srmum=1. (8)
m=0
Asi,
Zac = Z Z MmN o —Ble(my) 4. e (mn)] 9)
myn=0

Debido a que las exponenciales se factorizan, la propia funcién de particién se factoriza,

zGC_H[Z e Bem] [Zm b ] . (10)
i=1 Lmy

No encontraran en los libros un argumento tan formal. Lo usual es decir que la funcién
de particién es

/
Zoe = ) =Mer ey, (11)

m {m;}

donde la prima sobre el simbolo de sumatoria indica que la suma esta restringida a los
conjuntos de valores de m; que satisfacen la condicién } ; m; = m. Luego se argumenta
que sumar sobre todos los valores de m y sobre todos los conjuntos {m;} que satisfacen la
restriccién anterior es equivalente a sumar sin restricciones sobre todos los conjuntos de

valores de los mj,

Zac = Z Z2iMie—R 2 e(mi) (12)
{mi}
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Cuando digo “luego se argumenta”, quiero decir que simplemente se enuncia ese hecho,
como si fuera evidente. Es evidente retrospectivamente, pero conviene verlo formalizado
por lo menos una vez, como en los pasos que van de la Ec. (4)) a la Ec. (10).

Volviendo al problema. Por hipétesis, la energia de una celda con mds dos particulas es

infinita, de modo que la suma sobre j en la Ec. (10) se extiende efectivamente hasta j = 2,
q ) )
2 N N
Zoo = [Z Zieﬁe(j)] _ [e—ﬁem) 1 geBe(l) +Zze—rse(2)] = (1+z+22¢ BN, (13)
=0

Este resultado es andlogo a la factorizacion de la funcién de particiéon en el ensamble
canénico cuando los elementos son distinguibles y no interactuantes. La funcién de parti-
ciéon de las N celdas es la funcién de particion de una sola celda elevada a la N,

N
Zac = [ch):] ) (14)
donde
2
Zgl =) de Pl =14 74 7% P, (15)
j=0

La conexién con la termodindmica es a través del gran potencial, o potencial de Landau,
Q(T, Vy ) = —kTlog Zcc(B, Vs 2). (16)

El diferencial de €2 es
dQ = —-SdT — pdV — mdp. (17)

Debido a que las variables naturales de Zg¢ son 3, V'y z, conviene usar 3 y z como variables

independientes también para €2, de manera que

1 /S m
=— | = 1 — — —dz.
dQ 52 (k +m ogz) dp —pdV BZdz (18)
Luego,
5,0 |1
S(B’V)Z):_kﬁ % ElogZGC(B)V»Z) _mklogz)
O0logZ , V,z
BP(B,V,Z) = g GC(B )> <19)
oV
0z
En especial,
aZGC(B)Vaz)

S(B,V,z) =klog Zgc — kP — mklog z. (20)

op
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Puesto que Q = U — TS — um, la energia es

S
U= .Q+——|——loz 21
T ple (21)

Usando la Ec. (20)), obtenemos una expresion bastante simple,

alOgZGc(B Vv, Z)
op

Si no fuera posible razonar esta férmula, seria muy engorroso tener que deducirla cada

U(ﬁ,V,Z) =

(22)

vez. Pero en realidad tiene una interpretaciéon probabilistica muy sencilla. En el ensamble

gran canoénico, la probabilidad de un microestado con m particulas y energia E es

zMe BE

P(m, &) = (23)

Lae

La energia media se escribe entonces como

= Y EPmE) =5 ) Eze - _chaf3<z o _BE> (24)

estados estados estados
_Olog Zgo(B, V,2)
B ‘

Noten la analogia que hay entre esto y el calculo de valores medios a través de las funciones

generatrices en las guias de probabilidad y procesos estocasticos.

Es muy importante notar que Zc es funcién de 3, V' y z. Cuando se deriva respecto de
B no hay que cometer el error de escribir z = eP* y derivar también respecto de ese f3.

En el ensamble gran candnico identificamos (E) con U. En general escribiremos E en

lugar de (E). Para el caso particular del gas reticular, definiendo
y=e P (25)

usando la funcién de particion (13)), queda

2
E=eN-—2° (26)

1+z+yz?
Esta ecuacion, razonada en términos de probabilidades, deberia resultar obvia.
La férmula para m en la Ec. también tiene una interpretaciéon probabilistica. El

valor medio del ntimero de particulas es

R 1 I )
27

estados estados estados

a log Zac (B, V, Z)
0z
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La variable termodindmica m debe identificarse con el valor medio de m en el ensamble
gran canoénico. Por simplicidad escribiremos siempre m. Definiendo la concentracion,

como el ndmero medio de particulas por celda,

m

C:ﬁ,

(28)

explicitamente es

z+ 2yz?

=_— =77 29
¢ 14z +yz? (29)

Esta ecuaciéon también deberia resultar evidente, sin necesidad de ningtn trasfondo de
termodinamica.
Lo tnico que nos falta es una ecuacién para la presiéon. Podemos obtenerla de dos

maneras. Primero, a través de la forma diferencial de Q, Ec. (18)),

. :_GQ(S\,/V,z) =kTaIOgZGaC\£B’V’Z). (30)
Ahora bien, el volumen entra en la expresién de Z¢ a través de N = V/v,
Zoo=(1+z4y2)" = (1+z+y2?)"". (31)
Entonces,
p:kv—TlogU +z+yz?). (32)
Por comparacion, esto es exactamente igual que decir
pV =kTlog Zgc = —Q. (33)
Este resultado no es accidental. El gran potencial es
Q=U—-TS— um. (34)
Si el sistema es extensivo, la relacién de Euler para la energfa (Guia 1, problema 5),
U=TS—pV+pum, (35)
implica
Q=—pV, (36)

que es lo mismo que estd escrito en la Ec. (33). En la practica lo mas sencillo es usar esta
relaciéon. En definitiva, para el gas reticular,
12%

T log Zgc = Nlog(1+z +yz?), (37)
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o, equivalentemente,

kT
p=" log(1+z+yz?). (38)

Tenemos expresiones para la energia media y la presiéon como funciones de 3 y z.
Nadie quiere la energia ni la presién escritas en términos de z. El objetivo es escribir estas
magnitudes en funcién del nimero de particulas. En el ensamble gran canénico, z suele
ser s6lo un intermediario para hacer los cdlculos. En general, al final de todo, uno busca
eliminar z en términos del nimero de particulas, a través de la dltima Ec. (19), que en

nuestro caso se lee como en la Ec. (29)). La estrategia general es resolver la ecuacién

0log Zgc(B,V,z)
=z
0z

(39)
para tener la funcién
z=z(B,V,m). (40)

Luego hay que reemplazar esta funcién en las expresiones para la energia media y la pre-
sién, para obtener las funciones E(f3,V, m) y p(p3,V, m). Cuando veamos gases cudnticos,
haremos esto todo el tiempo.

No es dificil escribir z en funcién de m a partir de la Ec. (29). Todo se reduce a resolver
una cuadratica. Escribir la solucién exacta es ttil si quieren calcular el comportamiento
de la energia y de la presiéon en todo el rango de concentraciones. Las expresiones finales
no son muy ilustrativas. Por eso el problema sélo pide analizar ciertos limites. Hay que
resolver aproximadamente la Ec. (29) en los regimenes en los que c < 1y 2 —c <« 1,
es decir, para concentraciones préximas a cero y para concentraciones préximas al valor
méximo. El valor méximo de c es 2 porque el maximo nimero de particulas es 2N.

Tienen al menos dos posibilidades: resolver exactamente la Ec. y luego aproximar
la solucién, o proponer un desarrollo en potencias para la solucién y resolver término a
término. La dltima opcidn es la mds practica y es la que se ilustra a continuacién. Ustedes
pueden probar el otro camino y comparar. En una computadora, los dos caminos son
tacilmente realizables y pueden verificar que dan lo mismo. El segundo método tiene la
ventaja de que no necesitan conocer una resolvente para la ecuacién. En este caso es facil
porque es una cuadrética, pero si fuera una ecuacién mas complicada, la opcién de resolver
y luego aproximar estara usualmente vedada.

Empecemos con el primer caso. Si ¢ fuera exactamente igual a cero, la Ec. (29),

z + 2yz?

T i ziy® (41)

implica z = 0. De modo que para ¢ < 1 buscaremos una solucién de la forma

z=ajc+ ax®+0(c?). (42)
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Reescribiendo la Ec. (41)) como una cuadrética,
y2—c)zZ2+(1—c)z—c =0, (43)
al reemplazar z por la expresion (42), conservando términos de hasta orden c?, queda
(a1 —1c+ (2yaf —a; +az) c* =0. (44)

Igualando término a término en potencias de c, se obtiene

a; =1, a, =1—2y. (45)
De modo que, hasta orden c?,
z=c+ (1 —2y)c% (46)
La energia media serd
t vz? ~yc?. (47)

eN  T+ztyz?

Por otro lado, para la presion, usando la aproximacién ([46) en la Ec. (38)), queda
p:kv—Tlog(1+z+yzz) :]1—T[c+%(1—2y)c2}. (48)
Si despreciamos la correccion de orden c?, obtenemos la ecuacién de estado de un gas ideal,
pV = mkT. (49)

Toda la gracia del gas reticular es haber obtenido una correccién a esta expresién, dada por
el término de orden c? en la Ec. (48).

Analicemos el régimen en el que c =2 —§, con 6 < 1. Tal como sefialamos antes, para
no tener que resolver la cuadratica y luego aproximar las soluciones, veamos si podemos
aproximar antes de resolver la cuadratica. Para tener una idea de qué aproximacién usar

para z, notemos que cuando § < 1, la Ec. se escribe aproximadamente como
ydz> —z—2=0. (50)

El grafico de esta funcién nos indica que la solucién positiva va a ser un nimero mucho
mayor que 1. En efecto,

1 1
= (14 V1 -8y8) = —. 51
T (1+ Vo) =55 (51)
Busquemos entonces la solucién como un desarrollo en potencias de §7',

z=a18 ' +a;+0(3). (52)
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Reescrita en términos de 9§, la Ec. se lee como
Yozt —(1-8)z—2+586=0. (53)
Reemplazando z por el desarrollo y conservando términos de hasta orden cero en §~',
—a;(1—ya;)d "+ 2yaja; +a; —a; —2 =0. (54)

Igualando término a término en potencias de ', y quedandonos con la solucion fisica-

mente razonable, resulta

1 1
a; = —, a, = 2——. (55)
Y Y

1 1
z=—+2——. 56
s J (56)
La energia media es

E yz? N y (af +2a7a,9) N 1—}—2&6 - l_f_Z&
eN  T+4+z+yz?2  a;d+y(a? +2a1a8) a; y

2 2
g1+5(a2— L az):l—é.
a ay a;

(57)

La presion se calcula de manera parecida,

p= kv—Tlog(1 +z+yz?) ~ kv—T{—Zlogé—i—log[ya%—F (a1 +2araz) 8] }
(58)

kT
> [—Zlogé + 1og(ya%) + (ya;)~'(1 +2azy)5}-

12

Conservando términos de hasta orden cero,

2k €
ol " 0g o + " ( )

Necesitan estar preparados para hacer desarrollos de Taylor con los ojos vendados.

Ensamble candnico

El namero m de particulas estd fijo. La funcién de particién es

Z= ) ePF=3 Q(E)e PF, (60)
E

estados

donde Q(E) es la multiplicidad de estados con energia E. Del mismo modo que para
el sistema de tres niveles importaba definir las poblaciones de elementos en cada estado,

en este problema la energfa y el nimero de particulas quedan definidos a través de las
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poblaciones de celdas con distintas ocupaciones. Llamemos no, n; y n; a los ntimeros de
celdas con ninguna, una o dos particulas. Estos niimeros determinan la energia, puesto
que E = nye. El nimero de configuraciones posibles con este valor de la energia es igual
al nimero de maneras de elegir ny celdas vacias, n; celdas con una particula y n, celdas

con dos particulas. Hay varias maneras equivalentes de escribirlo, por ejemplo:

N N—TLZ N N—le N!
Q(E) = (nz>( n ): (N—n)( n ):no!m!nzl' (61)

Si la energia es E, deberdn cumplirse tres condiciones:

no +1n1 +ny =N,

ny + 21’12 =m, (62)

E
n; = —.
€

Escrita de una manera simétrica en los nimeros de cada poblacién, queda

/ N!

Z= ———— e P, 63
Z Tlo!TL]!TLz! ( )
o,Mn1,Mn2

La prima sobre la sumatoria indica que la suma debe hacerse teniendo en cuenta las
restricciones (62). No parece haber una manera natural de factorizar esta funcién, tal
como hacfamos, por ejemplo, en el problema de los dos niveles. La suma puede expresarse
convenientemente usando como indice el ntimero n,. Fijado n,, las primeras dos Ecs.

determinan ny y ny,
ny =m-—2n,, no=N—m+n,. (64)

Como los ntimeros 1y y 1 tienen que ser no negativos, debe valer

—N
ngnzg%, m—N<n, <m. (65)

Evidentemente, la condicién mds restrictiva sobre el valor médximo de n, proviene de la

primera serie de desigualdades,

ny < > (66)

Por otro lado, si m > N, la condicién maés restrictiva sobre el valor minimo de n, viene de

la segunda serie de desigualdades,

Sim < N, entonces todo lo que podemos decir es que 0 < n,.
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En definitiva, la funcién de particiéon en el ensamble canénico serd

N!
Z= § Q(ny)e Bem2 = e Penz (68
no=max(0,m—N) ’ ny—max( mfN)nz!(m—an)!(N—ernz)! (68)

No hay una expresién simple para esta suma. Lo que haremos sera aproximar el logaritmo

de Z por el logaritmo del maximo término de la suma,
log Z ~ logmax S(n,), (69)

donde

NI
— —Beny
S(na) ol (m—2m,) (N—m+n,)! < ' (70)

Como siempre, en lugar de plantear el problema de extremos para el término general de la
suma, lo planteamos directamente para su logaritmo, ya que de ese modo es mds sencillo

aplicar la aproximacion de Stirling. El logaritmo del término general de la suma es
log S(n,) =log N! — f(n,), (71)
donde
f(n,) zlog[nzl(m—an)!(N —m+n2)!eﬁ'€”2} . (72)

Esta funcién también depende de 3, de m y de N, pero hasta que no sea necesario no
escribiremos explicitamente esas dependencias. Puesto que log N! es constante, la funcién
que debemos extremar es f. Asumiremos que las poblaciones de cada tipo de celdas son

mucho mayores que uno. Entonces, aplicando la aproximacién de Stirling, resulta

f(n,) = =N +n,logn, + (m — 2n,) log(m — 2n,)

(73)
+(N—m+mny)log(N—m-+mn,)+ Ben,.
Tratando a n, como una variable continua,
of
v =logn, —2log(m — 2n;) + log(N — m+n;) + Pe. (74)
2
La condicién 9f/0n, = 0 conduce a una ecuacioén cuadratica para n,,
n(N—m+n;)
2 2 = Y, (75)

(m—2n;)2

donde hemos definido, como antes,

y=e Pe, (76)
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Introduciendo las variables
m
X =— c= N’ (77)
queda la siguiente ecuacién para x:
(1T—4y)x* + [1— (1 —4y)c]x —c*y = 0. (78)

No es dificil escribir la solucioén de esta cuadrética, pero la expresion no es muy informativa,
a menos que se la use para graficar en una computadora las variables termodindmicas en
todo el rango de concentraciones. El problema pide estudiar los casos extremos en los
que la concentracién es muy pequefia 0 muy cercana a su valor maximo. No es necesario
entonces resolver la cuadratica. Resulta més practico buscar la solucién como una serie de
potencias en un parametro pequerio.

Evidentemente, si c es cero, x es cero. Para ¢ < 1, esto nos lleva a proponer para x una

solucioén de la forma
x =ajc+ ae? +0(c?). (79)
Reemplazando en la Ec. y conservando tnicamente términos de hasta orden c?, resulta
(1 —4y)ajc? + ajc+ axc? —ar(1 —4y)c? —yc? = 0. (80)
Agrupando términos con la misma potencia de c,
arc+ [ar(ar —1)(1 —4y) + a —y]c* = 0. (81)

Debe ser

a; = 0, a =1vy. (82)

Entonces la solucién aproximada es

X =yc’. (83)
Por lo tanto, el valor de n, que extrema la funcién f es
n* = Nyc? = Nc?e Pe, (84)

Esto corresponde a una energia

E* = en* = Nec?e P€. (85)

Es el mismo resultado que obtuvimos en el ensamble gran canénico, Ec. (47), con una
sutileza: E* es el valor mds probable de la energia, no el valor medio. Veremos, sin embargo,

que estos dos valores son indistinguibles.
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Para calcular la energia media, en realidad deberiamos escribir

dlogZ
BE)=— . 86
(£) = -2 (56)
Con la aproximacién que estamos usando
log Z = log N! — f(n*, B). (87)

Como ahora son importantes las derivadas respecto de 3, incluimos {3 entre los argumentos
de f. Si consultan la Ec. (73], verdn que f depende de 3 explicitamente a través del término

fen,. Entonces

dlogZ  of ., . on* Of

op  on
Por construccién, la derivada de f respecto de n evaluada en n* es cero, de modo que, a

(n* B). (83)

partir de la forma explicita de f dada en la Ec. (73)),

OlogZ __ﬁ
op 0B

Finalmente, tal como obtuvimos antes,

(n*,p) = —en’. (89)

(E) = en* = Nec?e Pe. (90)

Al aproximar el logaritmo de la suma que define Z por el logaritmo del méximo de sus
términos, el valor mds probable automaticamente coincide con el valor medio.

Volviendo al problema. Tenemos que analizar el otro caso limite. El valor mdximo que
puede tomar c es 2. Si ¢ fuera exactamente igual a 2, la tnica alternativa es que sea x = 1.
Si c = 2, en todas las celdas hay dos particulas. Interesa hacer un desarrollo de la solucién

cerca de ¢ = 2. Definamos entonces
d=2—c, (91)
y busquemos la solucién de la cuadrética como
x=1—a;8+a8* +0(8%). (92)
Reemplazando en (78)) e igualando término a término en potencias de §, se obtiene
ar=1, a=vy, (93)
de manera que la solucién aproximada es

x=1-—258+yd. (94)
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Usando el mismo argumento de antes, que identifica el valor medio con el valor mas

probable, en este régimen, la energia media es aproximadamente
E=eN(1-5+ys?). (95)

En el ensamble gran canénico llegamos a escribir tinicamente esta expresion hasta orden
§, Ec. (57)). Si vuelven a esa ecuacién y avanzan un orden mds, van a obtener la expresion
de arriba. El calculo es bastante tedioso. En el ensamble canénico, una vez superada la
barrera de las aproximaciones iniciales, los desarrollos en potencias resultan mas sencillos.

Pasemos al cdlculo de la presion. La presion en el ensamble canénico es

oF dlog Z
P="v =M%y

(96)

La dependencia en V viene a través de la dependencia en N = V/v. Teniendo en cuenta

que, bajo la aproximacién que estamos usando, es

logZ = NlogN — N —f(n*, 3, N), (97)

donde
2, B,N) =0, (98)

resulta
%ﬁZ:MN—gawﬁN) (99)

La expresion explicita de f, teniendo en cuenta todas las dependencias relevantes, es

f(n2, B, N) = =N +n,logn, + (m — 2n,) log(m — 2n;)

(100)
+ (N —m+mnz)log(N —m+mn;) + Ben,.
Por lo tanto
dlog Z N
=log—m. 101
N~ BN_—mtn (101)
Finalmente,
kT N kT
- log - — . 102
p=leg T vlog(] c+x) (102)

Esta expresion no asume ningtn limite particular para c, de manera que es valida en todo
el rango de concentraciones.
En el régimen en que ¢ < 1, habiamos obtenido x = c?y. En este caso,

NE

P~ \)[c4—%(1-—2y)cﬂ. (103)

Es el mismo resultado (48) que encontramos en el ensamble gran candnico.
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En el otro régimen, ¢ =2 —§ y x = 1 — & 4+ y&%. Entonces,

2kT

g8 4 S (104)
A% v

kT
P~ —Tlog(yéz) =

que coincide con la expresion (59)) obtenida en el ensamble gran canénico.

La fugacidad en el ensamble canénico

Para establecer un punto mds de comparacién con el ensamble gran canénico, calculemos

la fugacidad. Recordemos que

dF = —SdT — pdV + pdm, (105)

de forma que

oF a1
_ _yroloeZ

= — = 106
H = om om (106)
Repitiendo més o menos los mismos argumentos de antes,
of
w= kTﬁ(nz, B,N,m) = kT[log(m —2n;,) —log(N —m + nz)}. (107)

Por simplicidad estamos escribiendo n, en lugar de n*. La ecuacién anterior implica

m—2n,

z=—""—
N—m+n,

(108)

Esto da z como funcién del nimero de particulas y de la energia. En el ensamble gran
canénico lo que tenfamos era los valores medios de la energia y del ntimero de particulas

como funciones de z,
n o yz  om_ zi2yz’ (109)
N  1+z+yz?’ N 1+z+4yz?
Es posible eliminar yz? en términos de n, y z usando la primera ecuacién. Luego, reem-
plazando en la segunda y despejando se encuentra exactamente la misma expresién ((108)).

Los detalles quedan como ejercicio.

Las expresiones exactas para la energia y la presion

Tanto si resuelven exactamente en el ensamble canénico o en el gran candnico, es decir, si
resuelven exactamente las cuadrdticas que aparecieron en cada caso, las expresiones finales

para la presién y la energia en términos de la temperatura y la concentracién son

pv 1 -1+ (1 —4y)c+8y+\/(1 —c)2+4(2—c)ey
KT8 2(2—c)%y ’

(110)

E 1—(T—4yec—+/(1—c)2+42—c)ey

eN 2(1 — 4y)
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Después de todo, no eran cosas tan terribles, pero lo cierto es que si no las graficamos no

dicen mucho. La siguiente figura muestra los graficos de las expresiones exactas y de las

expresiones que obtuvimos cuando ¢ < 1y 2 —c¢ < 1. Se ha tomado y = 1.

pv
kT

0.0 0.5 1.0 1.5 2.0

0.8

0.6

0.4

0.2

Cosas mads interesantes ocurren cuando y < 1, esto es, cuando es energéticamente mas

costoso que haya dos particulas en una celda. En las figuras siguientes, y = 10%.

25

20 B
kT

0.5 1.0 1.5 2.0

0.8

0.6

0.4

0.2

La energia es aproximadamente cero hasta que ya no es posible agregar una particula mas

sin poblar doblemente alguna celda. De ahi el comportamiento brusco al llegar a ¢ = 1.

El comportamiento es similar al de un gas de fermiones a temperatura cero. Hasta que no

se llenan todas las celdas disponibles con una particula, las celdas no empiezan a poblarse

doblemente. La siguiente figura muestra el cambio en las funciones cuando y disminuye

progresivamente. Eso puede pensarse de dos maneras: o bien la temperatura disminuye, o

bien aumenta €.
300
25F

20

0.0
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Del ensamble gran canénico al canénico

La funcién de particién en el ensamble gran canénico result6 facil de calcular. No hubo

que resolver ningtn problema de combinatoria,
Zoc(z) = (1 +z+2%y)N. (111)

En general,

Zoe(z) = Z zme PR = i Z zMe PR = i z™ < Z eBE> . (112)
m=0 m=0

estados estados-m estados-m

Con “estados-m” queremos significar los estados de m particulas. La tltima suma no es

otra cosa que la funcién de particiéon del ensamble canénico. De modo que
Zeclz) = Y zgM 2™, (113)

En el lenguaje de las funciones generatrices, esto es lo mismo que decir que la funcién de
particion del ensamble gran canénico es la funcién generatriz de las funciones de particion
del ensamble canénico. En otras palabras, la funcién de particion Z(Cm) es el coeficiente que
acompafia a z™ en la expansién de Z¢c en potencias de z.

Si Zgc resulta facil de calcular, entonces puede servir para encontrar Zém). Simplemente
hay que ver cudl es el coeficiente que acompafia a z™ en el desarrollo en potencias de z de

la funcién de particién Zgc. Por ejemplo, usando la férmula de la expansién multinomial,
N\ /N —1\ . . - N\ /1) ; o
N _ il N—1 ,N—1—j __ 13 N—1 ,i—
(a4+b+c) —Z}(l)( ]. >ab c ’—;<i>(j)ab ¢, (114)
con a =1z b=1yc=z%y, laexpresion (111) se reescribe como
N i C
Zgo = oy, 115
o= 2 (1) () e

No necesitamos preocuparnos por los limites de las sumatorias. Los nimeros binomiales

automdéticamente restringen las sumas a los intervalos correctos. Con el cambio de variables
j—ji+2,  j—-m, (116)

queda
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En principio ya podemos leer la funcién de particién del ensamble canénico,

20 — Z C‘) (2i1m>ymi_ (118)

Con el cambio de variables

i—1i+m, i— —i, (119)
resulta
N m-—1i .
zm = L 12
© ;(m—') <m—2i>y (120)
Pero
m—1i m-—1i
= . 121
(5= (") 21)
Finalmente,

g ()

Identificando a i con n,, esta es exactamente la misma expresién que dedujimos de manera
combinatoria, Ec. (68)). Los nimeros binomiales fijan los limites de la sumatoria. De todas
formas, si uno quiere calcular las sumas en la computadora, deberd escribir esos limites

explicitamente, como en la Ec. (68).

Del ensamble canénico al gran canénico

Suele ser mas sencillo bajar desde el ensamble gran canénico al canénico que subir desde
el canénico al gran canénico. Poco se ganaria si no fuera posible calcular la funcién de
particién del ensamble gran candnico sin tener que encontrar antes la funcién de particion
del ensamble canénico. De todas maneras, veamos como es ese paso. No hay mds que
revertir lo que hicimos en la seccién anterior. La funcién de particiéon en el ensamble
canonico es

(m) _ / N! n

Mo,N1,N2
La suma esta restringida por las condiciones
0 < Ny, No+mny+ny = N, ny + an =m. (124)

Podemos forzar estas condiciones mediante dos deltas de Kronecker,

|

Moy N! n

ZC - TL0'TL1'T12' Yy 2 6no+n1+n2,N 5n1+2n2,m- (125)
no,ni,N2
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Las sumas sobre los n; recorren todos los enteros, positivos y negativos. No deben preocu-
parse porque se incluyan los enteros negativos. Cuando n es entero y negativo, [n!| — oo,
de modo que esos términos no aportan a la suma. La funcién de particién en el ensamble

gran canonico es

o (e 9]

!

_ m—~(m) _ m N ny

ZGC - § z ZC - § z § nO!n1!n2! Y 6Tlo+ﬂ1+nz,N 6n1+2n2,m- (126)
m=0 m=0 no,Ni,Mn2

Como lo tnico que depende de m es una de las deltas y el factor z™, podemos intercambiar

facilmente los 6rdenes de sumacion,

N!

ZGC: E o +ni+n, N
o, nolmlnz!

Mo,n1,N2

ynZ Z Z’mén]—O—an,m . (127)
m=0

La suma sobre m puede hacerse de manera explicita,

N!
: +2
Loo = Z 6no+n1+nz,N ﬁlm he y“z
MNo:MNpiNy:
no,nq,MN2
| (128)
N! n,
= 5 —— " (yz*) .
Z rotmEna N g I, ! 2™ (yz')
No,N7,N2

Se reconoce aqui el desarrollo multinomial de (1 + z 4+ yz?)N. Se reconoce si lo han visto

escrito asi antes:

z

NN NS N! e
N i ~N—i—j __ i1, ~N—i—j
(a+b+c)" = (1)( ; )abc —E i!j!(N—i—j)!abC

3]

™

o
Il
o)
-
I
o)

(129)
Nk
= Z Oitj+k,N HH a'b’c®.
i),k

Al pasar de la primera expresion a la segunda, lo tinico que hicimos fue escribir por extenso
los ntimeros binomiales y dejar que los factoriales se encarguen de fijar los limites de las

sumas. En general,

1 N 1 n;
(in) = Y SymnN! H% (130)
Ty y.eey Ty )

i=1 j=1

Para escribir esto se definen los coeficientes multinomiales,

N N!
LI (131)
Niy..., nil...ny!

(ixi)N = Y by (nhﬁl',m) f[x?j. (132)



