Fisica Teérica 3 — primer cuatrimestre de 2024

Guia 3: problema de los tres nivele|

Problema 2. Un sistema estd compuesto por N elementos distinguibles y no
interactuantes, cada uno de los cuales puede tener tres valores de energia, —¢, 0
y €. Encuentre S(T) y U(T) por dos caminos alternativos: i) usando el ensamble

microcanoénico, ii) usando el ensamble canénico.

En el ensamble microcanénico

A diferencia del problema de los dos niveles, ahora el valor de la energia no determina de
manera tnica la poblacién de cada nivel. Si las poblaciones de los niveles son A, B y C,
donde A corresponde al nivel con energia €, B al nivel con energia cero y C al nivel con

energia —e, entonces debe cumplirse que
A+B+C=N, eA—-C)=E, (1)

donde E es la energia. Para cada elecciéon posible de A, B y C habré

N!
Qmﬁxn:EETT (2)

microestados diferentes. El ntimero total de microestados se obtiene considerando todas
las ternas {A, B, C} compatibles con las condiciones :

N!

Q(EN) = ) '0(ABC) = Y =,

(3)

donde la sumatoria primada indica que la suma esta restringida por (I). Entonces, ;cuéles
son los valores posibles de A, B y C? Podemos eliminar dos de los ntimeros de la terna
en términos del restante y construir una suma ordinaria. Veremos que eso no simplifica
mucho el problema de calcular la suma.

Si despejamos C y B en términos de A (que no parece ser lo més simétrico pero que

lleva al resultado mds simple), la suma triple se reducird a una suma sobre A. Tenemos
B=N-2A+M, C=A-M, (4)

donde

M= )

es el namero de cuantos de energia. Con esta definicién las condiciones (1)) se leen como

A+B+C=N, A—-C=M. (6)
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Supongamos primero que M > 0. Entonces el minimo valor que puede tomar A es M,
con B=N-My C = 0. Cada vez que aumentamos A en una unidad, B disminuye en una
unidad y C aumenta en la misma proporcién. Estos niimeros no pueden ser negativos, de
modo que las relaciones (4) implican 2A < N + M, y M < A. La segunda desigualdad era

conocida. La primera se lee como
A< [ (N+M)], (7)

donde los corchetes indican que debe tomarse la parte entera: si N+ M es par, no hay duda
de que A puede llegar a tomar el valor entero (N + M), que coincide con su parte entera.
En cambio, si N + M = 2n + 1, la desigualdad

N+ M 1
< — —
A < 3 n+2 (8)

implica que el méximo valor entero que puede tomar A es n, que es la parte entera de
7(N + M). En el primer caso el valor minimo de B es cero y en el segundo es 1.
En resumen, luego de eliminar By C, y si M > 0, la sumatoria (3)) se lee como

i N
Q(E,N) = A;A Al(N=2A+ M) (A —M)!" )

Si M fuera menor que cero no es necesario rehacer el calculo. Los ntimeros de estados
con M y —M son iguales. Para verlo, supongamos M < 0, entonces M = —|M|, con lo que

las ecuaciones (6) toman la forma
A+B+C=N, C—-A=[M| (10)

Alcanza con intercambiar los nombres A y C para reducir el problema de conteo al del caso
con M > 0, después de todo la Ec. (3)) es simétrica respecto de ese intercambio.
Podemos concluir entonces que el nimero de microestados con M cuantos de energia

es, en general,

[5(N+m] N
Q(EN) = A_ZlM AT(N —2A + M)A — M) (11)

La forma de evaluar este tipo de sumas, a primera vista intratables, consiste en aprovecharse
de los grandes nameros involucrados, por lo que vamos a asumir que N, A, B y C son todos
mucho mayores que uno. Ustedes recordarén que los niimeros binomiales (1), graficados
como funciones de la variable n, tienden a ser campanas muy agudas, con médximos de

orden e y dispersiones de orden N. Del mismo modo

N!
A =3 (N —2A + M) (A — [M])! (12)
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dibuja una campana que decrece rdpidamente a ambos lados del maximo. La figura
muestra como ejemplo el caso N = 100, M = 20.
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En general, ustedes pueden construir la gaussiana aproximada y verificar que tiene un

maximo en

. N M M\ >
AT =2 |43 - 4_3<N) , (13)

que en el maximo alcanza un valor de orden e™ y que la dispersion es de orden N. En
ese sentido no se trata de nada muy distinto de los niimeros binomiales usuales. Los

pardmetros de la gaussiana son mds complicados, pero el resultado cualitativo es el mismo.

Tratemos ahora de aproximar la suma (11). Es trivial darse cuenta de que la suma estara
acotada por

f(A*) < Q(E,N) < O(N)f(A%). (14)

Esto se entiende asi: si el tinico sumando existente fuera el término correspondiente al
maximo, entonces la suma seria igual a f(A*). De ahi la cota inferior en la desigualdad
(T4). Pero el término maximo no es el tnico de la suma. En el peor de los casos puede
haber hasta O(N) términos, todos iguales al valor méximo. De ahi la cota superior en
la desigualdad . (No es tan importante si son N o (N — M)/2 o 2N sumandos, lo
que importa es el orden de magnitud, que no se verad afectado siempre que |[M| no sea
demasiado cercano a N). Ahora bien, la cantidad relevante en el cdlculo de la entropia no
es () por si misma, sino su logaritmo. La desigualdad anterior se traslada al logaritmo
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como
log f(A*) <log Q(E,N) < O(log N) + log f(A*). (15)

Pero, segtin dijimos, f(A*) es de orden eV, de modo que log f(A*) es de orden N. La
desigualdad acota el logaritmo de Q) entre dos niimeros de orden N que difieren en
una cantidad de orden log N. Puesto que estamos asumiendo que N > 1, log N es mucho
menor que N. A todos los fines précticos, la desigualdad se puede reemplazar por

log f(A*) <log Q(E,N) < log f(A™). (16)

En otras palabras, el logaritmo de Q es, a todos los fines préacticos, igual al logaritmo del
término mds grande en la suma (11).

Notar que estas afirmaciones tan extraordinarias son vélidas para el logaritmo, pero
no para Q. Para Q s6lo logramos una cota que estd entre f(A*) y O(N)f(A*). El margen
de error relativo es de orden N >> 1. En cambio, el error relativo en la aproximacién
log Q ~ log f(A*) es de orden (logN)/N < 1.

Para conjurar el misterio tomemos N = 10°, un nimero mucho mayor que 1, pero
todavia 6rdenes de magnitud por debajo del nimero de Avogadro. La desigualdad para Q)

se leerfa como
e’ < Q< 10%". (17)
El error relativo puede ser tan alto como 10°. En cambio, para los logaritmos tenemos
10° <log Q < 61og 10 + 10°,
1000000 <log Q) < 1000014, (18)

El error relativo es de orden 10~°>. Pasamos de un error relativo de 106, para la funcién, a
otro de 107>, para su logaritmo.

Otro ejemplo mas exagerado es considerar la diferencia entre los logaritmos de Ne™ y
e™ cuando N = 1023, Resulta

log (NeM) =log N + N = 231og 10 + 10%* ~ 53 4 10%, (19)

que debe compararse con log (eN) = 1023, La diferencia es de apenas 53 partes en 10%3.
Para la funcién logaritmo da lo mismo 1023 ¢'” que ¢'°”. Noten cémo 1023 ¢'%” > 107,
pero log(1023 ¢19”) ~ log(e'%*).

Resumiendo: hemos argumentado que log Q) (E, N) puede aproximarse por log f(A*) con
un error despreciable, donde A* es el valor de A que maximiza el sumando en la Ec. ,
es decir, que maximiza la funcién f(A) de la Ec. .

Como es habitual, tratamos este problema de maximizacién como si A fuera una varia-
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ble continua. Es més sencillo convencerse de que este paso al continuo esta justificado si
reescribimos todo en términos de las fracciones de las poblaciones de cada nivel relativas
a N. Esto normaliza el intervalo de definicién de las variables, independizdndolo de N.
Las fracciones A/N, B/N y C/N varian entre 0 y 1 y cada par de valores consecutivos
estd separado por intervalos de longitud 1/N. Cuanto més grande sea N, mas densamente
ocupado estard el intervalo de definicion de cada variable. El gréfico de cualquier funcién
de los nimeros a = A/N, b = B/N y ¢ = C/N estard formado por un conjunto discreto de
puntos, tan estrechamente juntos, que podremos ubicarlos sobre la gréafica de una funcién
suave. El paso al continuo consiste en trabajar con esta funcién. Asi podemos derivar e
integrar y resolver problemas de extremos sin mayor dificultad. El caracter discreto de los
puntos se pierde cuando N > 1. La figura siguiente muestra el grafico discreto de los
puntos y la curva continua de f(aN) con el intervalo escaleado entre 0 y 1. Se ha tomado
N =600 y m = 120.
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Observen que, no obstante guardar la misma relacion N/m = 5 que la figura anterior, el
hecho de haber aumentado el niimero de elementos de 100 a 600 no sélo ha vuelto més
denso el conjunto de puntos del grafico discreto, sino que ha reducido el ancho relativo de
la campana.

Volviendo al problema de maximizar el sumando en la Ec. (11). Hay al menos dos
alternativas para resolver el problema de extremos. A una de las alternativas ya la explo-
ramos, aunque sin dar los detalles: consistié en extremar directamente la funcién de una
variable f(A). Este camino puede dar una sensacién de seguridad en las cuentas, al precio

de ser bastante tedioso. Mds que tedioso, en realidad. Y una cosa es calcular el A* de la
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Ec. (13), algo relativamente sencillo, y otra muy distinta es evaluar f(A*), cosa que nos
abstuvimos de hacer. Dijimos que habia mas de una alternativa para resolver el problema
de extremos. Una de las otras alternativas consiste en considerar un problema de extremos

condicionados para la funcién original

N!

La idea es resolver el problema de extremos para F, sujeto a las condiciones (6), mediante
el método de los multiplicadores de Lagrange. Este camino resulta mucho mas préctico.

Debido a que hay factoriales involucrados, el problema se simplifica si en lugar de F
trabajamos con log F. Usando la aproximacién de Stirling, es

log F(A,B,C) = NlogN — (AlogA +BlogB+ ClogC) + (A+B+C—N).  (21)

Pueden verificar que si definimos a = A/N, b = B/N y ¢ = C/N, la funcién que hay que

extremar es

1
gla,b,c) = NlogF(aN,bN,cN)

=(a+b+c—1)(1—logN) — (aloga+blogb + clogc)
= (logN—=1)— (a+b+c)logN— (aloga—a+blogb—b+clogc—c) (22)

Noten que hemos preservado la simetria entre las tres variables, que es lo primero que se
perderia si elimindsemos dos de ellas en términos de la restante. Noten, ademds, que no
hemos utilizado ninguna de las ecuaciones de vinculo. Hasta aqui las variables a, b y ¢ son
tratadas como independientes. El problema de extremos para g(a, b, c) estd condicionado

por las ecuaciones
a+b+c=1, a—c=m, (23)
donde hemos introducido la variable reducida
M E

m—=— —

Con el proposito de usar el método de los multiplicadores de Lagrange, escribimos primero

las ecuaciones que resultan de variar g y las condiciones de vinculo:
(log aN) da + (log bN) &b + (log ecN) d¢ = 0,
da+db+dc =0,

da —oc =0. (25)
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Introduciendo multiplicadores de Lagrange A y «, las tres ecuaciones que resultan son
A oa+logaN =0, A+logbN=0, A—oa+logcN =0. (26)

Ya que log N es una constante, podemos redefinir A +log N — A y quedarnos con el sistema

de ecuaciones
At a+loga=0, A+logb=0, A—oa+logc=0, (27)
sujeto a los vinculos (23). De aqui resultan

A

Es util definir x = e~ = e %, de modo que las ecuaciones de arriba se lean como
Yy

a=xy, b=x, c=-. (29)
Yy
Cuando volvemos a escribir la funcién g(a, b, c) evaluada en el extremo, queda
max{g(a,b,c)} = —(aloga+blogb+clogc) = (A+ a)a+Ab+ (A—«)c =A+ ma. (30)
En la altima igualdad hemos aplicado las condiciones a+b+c = 1y a—c = m. Finalmente,

max{g(a,b,c)} = —logx —mlogy. (31)

El sistema de ecuaciones (23)), ahora reescrito en términos de x y y es

(vrreg) =1 x(y-7)=m (32

Los valores de x e y que aparecen en la Ec. (31) son las soluciones mayores que cero del

sistema (32). Dividiendo entre si las dos ecuaciones, resulta una ecuacién cuadratica:
1—my’?—my—(1+m) =0, (33)

de donde se obtiene

T V4—-3m2+1

X 1—m?

)

L o1 vA—3m?
_ - ,

_ m++v4—3m? l_ 4—3mZ—m
VS TO0-m 0y 2men) 0

y pueden verificar que son resultados vdlidos independientemente del signo de m.
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Como ultimo paso, reuniendo todos los resultados intermedios, escribimos

1 1
NlogQ(E,N) ~ NlogmaX{F(A,B, C)} =

1

VA —3m2 A —3m2 _
max{g(a,b,c)}:10g< 4 _31;112+1>+m10g< 4—3m m). (35)

La entropia estd dada entonces por

S(m,N) 1 B V4 —3m2+1 V4 —-3mZ2 —m
W—Nlogﬂ(E’N)—l()g< (S T T R

donde el signo aproximado ha sido reemplazado por el igual, de acuerdo a lo que ya
discutimos.

Entre otras cosas, es facil verificar que S en la Ec. es una funcién par, como debe ser,
ya que el cambio E — —E o m — —m equivale a cambiar € por —¢, que a su vez equivale al
intercambio de las etiquetas A y C en las poblaciones de los niveles. Obviamente un simple
cambio de nombres no puede modificar el resultado. El méximo de S/kN se alcanza en
m = 0 (ese es el macroestado con mayor multiplicidad) y vale log 3, lo que no es casualidad.
El gréfico de la funciéon S(m, N)/kN se muestra mds abajo, junto con los resultados de haber
calculado S mediante la suma exacta para N =6, 10, 20 y 50. La curva en trazo negro
es la solucion (36), que representa el limite termodinamico del sistema. Las curvas que
unen los puntos de los casos discretos son interpolaciones sin mayor significado y sélo

estdn para facilitar la lectura de la figura.

La energia como funcién de la temperatura

La Ec. (36) da la entropia como funcién de la energia. Si queremos escribir la energia como

funcién de la temperatura, debemos invertir la relacién

1 dS(E,N)

_(E)N): OF

- (37)
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Calcular directamente la derivada de la funcién definida por la Ec. (36 es muy tedioso,

pero puede evitarse. Retrocedamos hasta la Ec. (31)),

S(m,N)
kN

=max{g(a,b,c)} = —logx — mlogy, (38)

donde x e y satisfacen las ecuaciones ([32))

x<y+1+3—j‘):1, x(y—33>:m. (39)

La temperatura estd dada por

1 10S/(kN)
KT om0 o)
o bien
35/ (kN)
=" 7, 41
pe = /(K (1)
A partir de la Ec. (38), queda
X/ y/
Be =—2 —m ~logy, (42)

donde la prima indica derivacién respecto de m. Por otro lado, diferenciando la primera

Ec. (39),

1 1 ! 1
x/<y+1+g)+x<1—;)y’:%+§(y—g)y’zo. (43)

La segunda Ec. (39)) implica entonces

li /
X; + mi— — 0. (44)

Finalmente, si reemplazamos este resultado en la Ec. (42),

V4 —3m?
fe =—logy = —log<m—£(1 _m)m ) . (45)

Es llamativo que esto es equivalente a haber derivado la Ec. (38) como si la tnica depen-

dencia en m fuera la que aparece de manera explicita. El resultado que nos interesa es

efBe_ Mt V4 —3m?

46
2(1—m) (46)
Definamos z = e P€. La ecuacién anterior puede resolverse para m,
21
; (47)

m=_-——-.
1+2z+22
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Este resultado, que tanto trabajo nos llev), es trivial en el ensamble canénico. En el
ensamble candnico es muy facil calcular el valor medio de m. Las probabilidades de que
un dado elemento esté en los estados con energias €, 0 y —e son

e Pe 2 1 ebe 1
e — = — = — _e = = — 4
p Z] Z1 ) pO Z] ) p Z] ZZ] ) ( 8)

donde Z; es la funcién de particién de un elemento

1
Z1=1+e_€ﬁ+e€’3:1—l—z+z. (49)

Asi, como m toma el valor 1 si la energia es €, —1 si la energia es —¢, y cero si la energia es

cero, su valor medio es

1 1 z2 —1
=z, (Z—z> NEE T (50)

que coincide con el resultado (47) si identificamos m con su valor medio en el ensamble
candnico.

En el ensamble canénico

La funcién de particién en el ensamble canénico es trivial si se la escribe adecuadamente.
Contemplemos varias alternativas:

eN
Z(B,N)= Y e PEetadl - ¥ ¢~BEQ(E,N). (51)
estados E=—eN

La primera igualdad es la definicién formal: una suma sobre todos los estados del sistema
pesada por el factor de Boltzmann. En esa suma se pueden agrupar todos los estados que
tienen la misma energia. Para una dada energia, existen QQ(E, N) estados posibles. La suma
sobre los estados se reemplaza por una suma sobre los valores de la energia, pesada por el
numero Q(E,N) y por el factor de Boltzmann.

La suma sobre estados también puede desarrollarse como una suma sobre los valores
de las poblaciones de cada estado:

N

N! CB(A—Cle
ZB,N) = ) B¢ PAZCIE SatBreN
A,B,C=0" "7
- N!
_ ~B(A—C)e
= Z e 5A+B+C N- (52)
B! C! ’
AB oo A!B!C!

La primera igualdad es la forma mds cruda de escribirlo. Si las poblaciones son A, B 'y C,

la forma en que pueden elegirse los elementos del sistema respetando esos niimeros es el
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numero de permutaciones con repeticion,

N!

AlB!Cl (53)

Poco empefio se pone en acotar el intervalo de variacién de cada poblacién. De ese trabajo
nos libera la delta de Kronecker. Aun no es tan facil ver el resultado de la suma. La
segunda igualdad en la Ec. es una forma atin més despojada, pero resulta préctica
en ocasiones: los limites de la suma se han liberado, extendiéndolos entre menos y mads
infinito. En primer lugar, mover el extremo inferior hasta menos infinito no tiene ningtn
efecto, ya que los factoriales de los enteros negativos valen +oo y esos términos, por lo
tanto, se anulan. Por otro lado, mover los limites de las sumas hasta infinito tampoco
tiene ninguna consecuencia, porque la delta se encarga de que ninguna de las poblaciones
supere N. Esta forma es ttil como paso intermedio para hacer cambios de las variables
de sumacioén, ya que los limites se arreglan solos. Hay autores (por ejemplo Knuth) que
escribirian simplemente

N!
Z(B,N) = E e PIATCE 5 sieN. (54)
AT A!B! C!

La siguiente manera de escribir la funcién de particién es mds amable:

N N-A
Z(B,N) =) ) (]:) (N ;A> e P(2AFBNe, (55)

Se ha usado la condicién A + B + C = N para eliminar C, y la condicién C > 0 se ha usado
para fijar el limite superior de la suma sobre B. Esta forma ya podria evaluarse de manera
inmediata, pues es el desarrollo multinomial de

(e Pe414efe)™. (56)

En efecto,

N _
(e Pe+1 +e‘3€ = Z Z < )(N A) e PAE x 1B x gP(N-A=BJe (57)
A=0 B=0

que se reduce a la Ec. (55). Con el resultado a la vista nos damos cuenta de que podriamos
haber usado ya desde la Ec. el desarrollo multinomial en su forma mds general:

N!
Z n!...n

m
!
Mi,y..., M\

ny N
X] . .X:N'N 6Zni)N — (X] —'I_ oo —'I_ XN) . (58)

N -

Finalmente, una forma por completo diferente de organizar la suma sobre estados
consiste en ir variando por separado los estados de cada elemento. El primer elemento
puede estar en tres estados, n; = —1,0,1, cada uno con energia en;. Lo mismo para

cada elemento. La suma sobre los estados del sistema es la suma sobre todas las posibles
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combinaciones de los n;. Es decir,

1 1

1
Z(B,N)= ) LY eBiumatme
=—1

Tl]:—] ny=— TLN:—1

_ (ni eﬁme> <n§1 efinz€> <nNi—1eBnN€>

— ( > e“‘“) — (e Pet1+ePe)", (59)

n=—1

Los ntimeros n; no estan ligados por ninguna condicién. Eso hace que la suma se factorice:
los elementos son independientes. La suma sobre el estado de cada elemento es igual
para todos los elementos. Eso hace que todos los factores en la segunda linea de la Ec.
sean idénticos. El resultado final estd a la vista. Ahora haremos la conexién con la
termodindmica.

La relacién entre la mecanica estadistica y la termodindmica viene dada a través de
F(T,N) = —kTlog Z(3, N). (60)
Para simplificar la notacién definiremos z = e P¢, con lo que resulta

ZBN) = (z+1+1/2)N. (61)

F(T,N) = —NkTlog(z + 1+ 1/z). (62)

La entropia es la derivada parcial de F respecto de T, con signo menos,

Sc(T,N)
kN

1-1/z22 0z

—1 141/ 4T /% 0%
oglz+1+1/2)+ T —5757 37

z—1/z €

—1 141/2) 4 212 €
oglz+1+1/2)+ —==57 17

z—1/z

] 141/z) - 2- V=2
oglz+1+1/2) = ===

log z. (63)
El subindice “C” es de candnico. El dltimo término en esta ecuacién puede relacionarse
con la energia media por elemento, debido a que

(E) _lalogZ(B,N) z—1/z z—1/z

_ _ = kT——""2 ogz. 64
N N 0B z11+1/z°¢ 2+ 1+1/z B* (64)
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Entonces,

SC (Ta N)
kN

=log(z+1+1/z) + % (65)

Antes de seguir, conviene notar una cosa: en una segunda mirada, este tipo de resulta-
dos tiene que ser evidente. Estamos calculando S a partir de F. Por definiciéon F = U — TS,
de manera que S = (U—F)/T. Debido a que F/kNT = —log(z+ 1+ 1/z), la Ec. no esta
diciendo otra cosa que

—F+(E
SolB,N) = 5L (66)
Volviendo al calculo principal. Si definimos, andlogamente a la Ec. (24),
E z—1/z
(my = 45 = (7

eN  z+1+1/2

que es el niimero medio por elemento de cuantos de energia en el sistema, y reemplazamos

en la Ec. (63), queda

SC(T>N) . 1
e = log <z+1 + Z) — (m) log z. (68)

Si queremos relacionar esta entropia con el resultado del microcanénico tenemos que
dejar escrito todo en las mismas variables. Puesto que en el ensamble microcanénico
calculamos S(E,N), una opcién es eliminar ahora T en favor de la energia media y dejar
escrito Sc¢((E), N), y comparar entonces con S(E, N). El valor medio (m) es igual a (E) /€N,
asi que no necesitamos tocarlo, ya es una funcién de (E). Dejando de lado (m), lo tinico
que depende de T es z, asi que debemos despejar z en términos de (E). Eso se hace a través

de la ecuacién (67): z debe ser la solucién positiva de la cuadrética
(1—(m))z* — (m)z— (1+ (m)). (69)

Salvo un detalle, es la misma ecuacién cuadratica que encontramos en el microcanénico, Ec.
(33). La reescribimos aqui abajo resaltando el hecho de que en cada ensamble el simbolo m

significa cosas distintas. En el ensamble microcanénico nos encontramos con la ecuacion
(1—-m )y —muy—(1+m,) =0. (70)

El subindice “p” es por microcanénico. Reservamos el simbolo m para la variable aleatoria
asociada al ensamble canénico. La Ec. (31), que daba S/kN en el microcanénico, puede ser
reescrita usando la primera Ec. (32) como

S(my, N)

1
N = max{g(a,b,(l)} = log(y + 1+ g) —m, logy, (71)

donde y es la solucién positiva de la cuadrética (70). Comparando con la Ec. (68), vemos
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que la entropia en el ensamble canénico, como funcién de la energia, se escribe de la misma
forma que la entropia en el ensamble microcanénico. Lo que cambia es que z es la solucién
de la cuadratica en donde aparece (m), mientras que y es la solucién de la cuadratica
en donde aparece m,. Dicho en otras palabras, las entropias en el microcanénico y en
el canénico vienen dadas exactamente por la misma funcién, sélo que estdn evaluadas la
primera en m, (que estd exactamente definida) y la otra en (m) (donde m es una variable

aleatoria). Es decir, en tanto que funciones de su primera variable,
Sc(z,N) = S(z,N). (72)

Si la temperatura del sistema en el ensamble candnico se ajusta de tal modo que m,, = (m),

ambos ensambles tendrdn la misma entropia.

El microcanénico a partir del canénico

Estd claro como pasar del ensamble microcanénico al canénico. Conocida la funcién
Q(E,N) en el microcanénico, la funcién de particién canénica se obtiene mediante la

féormula

Z(B,N) =) O(E,N)e P~ (73)
E
Ahora veremos como recorrer el camino inverso.
Primero recordemos que, cuando calculamos las cosas en el ensamble microcanénico,
al escribir la Ec. se menciond, sin mayores explicaciones, que la eliminacién de By C
en términos de A no parecia ser la eleccion mds simétrica, pero que era la més simple.
La eleccién mas simétrica hubiera sido despejar A y C en términos de B. De hecho,
en una primera versiéon de estas notas, las variables eliminadas eran A y C, y la cuenta
sobre estados se llevaba a través de la variable B. Ademds de que quedaban sumas cuyos
términos (no sélo sus limites) dependian de si N == M era par o impar, la variable de
sumacion B daba pasos de 2 en 2 (;pueden ver por qué?). En resumen: un verdadero lio.
En la version final de estas notas se opt6 por despejar B y C en términos de A, en lugar
del despeje simétrico de A y C en términos de B. El indicio de que asi se llegaria a un
resultado mas simple para Q(E, N) surgié luego de resolver el problema en el ensamble
canénico. La misma observacién puede resultar ttil en otros problemas. Ademds puede
llevarse un paso mds arriba en la familia de ensambles: en ocasiones resultard mas facil
obtener la funcién de particion canénica a partir de la funcién de particion gran canénica.
Veamos como obtener Q)(E, N) a partir de la funcién de particion Z(3, N). En principio,

la relacién que tenemos es

eN
> e PEQE, Z e PMe O(E,N) = Z ZMO(M,N), (74)

E=—eN
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donde E = eM y z = e P¢, y donde escribimos indistintamente Q(E,N) u Q(M, N). De la
ultima igualdad se ve que Q(M,N) es el coeficiente que acompafia a zM en la expansion
en potencias de z de la funcién de particiéon Z(f3, N)m Puesto que Z(f3,N) se calcula de
manera muy sencilla, no se pierde nada en tratar de escribir su expansién en potencias de
z. Si resulta fécil de hacer, entonces obtendremos QQ(M, N) con muy poco trabajo.

Vimos que Z = (z+ 1+ 1/z)N. La expresién més simple para su expansion en potencias

de z es

N i .

z- ZZ( (M) (75)
i=0 j=

Como sefialamos al comienzo de la seccién anterior, es indistinto que escribamos o no los

limites de las sumatorias, debido a que los nimeros binomiales se anulan automaticamente

fuera de los intervalos que aparecen en la Ec. (75),
NY /N =1\ ;.
= . 76
=22 ()0 g

La ventaja de proceder asi es que un cambio en los indices de sumacion ya no estd entor-
pecido por los limites de las sumatorias. La combinacién de indices que da la potencia
de z es i —j. Entonces convendrd elegir como nuevo indice de sumacién la combinacién
M =1i—j. Siiy j varian entre menos y mds infinito, M también variard entre los mismos
limites. Al cambiar de indices {i,j} — {i, M}, la Ec. se transforma en

-5 [£ ()]

El término entre corchetes es el coeficiente que acompafia la potencia M-ésima de z.

Explicitamente,

N!
2= Z[ZUN 2it M) (- M)!]ZM° (78)

Puesto que el coeficiente que acompafia a zM en la expansion de Z en potencias de z es

Q(M,N), a partir de la expresién anterior se deduce que

NI
Q(M’N):;u N—2i+ M) i— M)’ (79)

que coincide con la Ec. (9) si identificamos i con la poblacion A de elementos con energia
€. Y asi obtenemos (M, N) y vemos que la manera eficaz de eliminar variables mediante
las condiciones (1), para reescribir la Ec. (3), es despejar C y B en términos de A.

Hay que hacer una salvedad, pero a nuestro favor. La Ec. (9) habia sido deducida para
M > 0. Pero nada hubo que decir acerca de M al escribir la Ec. (79). Entonces descubrimos

tMatematicamente, Z(z, N) es la funciéon generatriz de los nimeros Q(M, N)
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que (9) es igualmente vélida para M < 0, siempre que dejemos libres los limites de la
sumatoria.

Resumiendo: en una primera version de estas notas, al tratar el ensamble microcanénico
se despejaban A y C en términos de B, en la inteligencia de que era la forma més simétrica
de manejar las variables de sumacién. Se llegaba por ese camino a expresiones para
Q(M,N) que necesitaban adaptarse segtin fuera N + M par o impar. Luego de redactar
la seccion sobre el ensamble candnico, al intentar la reconstruccion de QQ(M, N) a partir de
la expansion de Z en potencias de z, inferimos que hubiera sido més préctico al principio
haber despejado B y C en términos de A. La primera versiéon de la solucién en el micro-
canénico fue reemplazada entonces por la que figura actualmente y se agregé esta seccién
tinal sobre el calculo de Q(M, N) a partir de Z(3,N). (Un claro de ejemplo de cémo el

futuro puede influir en el pasado).



