Fisica Teorica 3 — 2do. cuatrimestre de 2014

Algunos problemas resueltos de la Guia 6 (3ra. parte)

Problema 8

Paramagnetismo de Pauli. Un electron en un campo magnético H tiene una energia +p 5 H, dependiendo
de que el espin sea paralelo o antiparalelo al campo. Considere un gas de electrones a temperatura cero.
Su interacciéon mutua y el efecto del campo magnético sobre el movimiento orbital de los electrones puede

despreciarse.

a) Halle el valor maximo de la densidad N/V tal que todos los espines sean paralelos entre si. ;Cudnto

vale la energia del gas en ese caso?

b) Ahora suponga como dato una energia de Fermi mayor que . Halle la magnetizacion y a partir de

ella la susceptibilidad.

m Solucién. (a) Supondremos que H > 0. Asi, los electrones con espin paralelo al campo tienen una energia
adicional g H mayor que cero. Los electrones con espin antiparalelo tienen una energia adicional —ugH,
menor que cero. Recordar que el espin del electrén es antiparalelo a su momento magnético, de modo que
energéticamente se favorece una alineacion antiparalela con el campo externo.

Debido a que ahora la energia depende del espin, conviene volver a la expresion para el logaritmo de la
funcioén de particién y escribir
log Z = Z Z log (1 + Ze—ﬁ[e(p)+e(s)}) — Zlog (1 + Ze—ﬁ[e(p)JruBH]) + ZIOg (1 + Ze—ﬁ[e(p)—uBH]) _

p s={1,-1} p p

Formalmente es como si hubiera dos sistemas de particulas, unas con espin paralelo al campo y otras con
espin antiparalelo. Como los sistemas pueden intercambiar particulas entre si, tienen la misma fugacidad.
Todas las cantidades extensivas que se deducen del logaritmo de la funcidn de particion (incluido este mismo
logaritmo) se escribirdn como la suma de dos términos, cada uno asociado a una proyeccion del espin. Por

ejemplo, el nimero de particulas es

N=N,+N_=

om\*? [ el/2 om\ > [ el/?
=27V (F) /0 de Z—165(6+1LBH) 1 + 2V <ﬁ) /0 de Z—leﬁ(G—MBH) i 1 (1)

Aqui se han hecho las sustituciones habituales para pasar de una suma sobre impulsos a una integral sobre

las energfas cinéticas, ¢ = p*/2m. Cada término tiene la misma forma que la integral para el nimero de
particulas de un sistemas de fermiones sin grados de libertad internos (¢ = 1), pero con una fugacidad

efectiva, z, = zeFPHBH

om\¥? [ el/? om\*? [ €l/?
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Notar que para H > 0 siempre es N_ > N, . ParaT # 0 el cambio de variable e = x permite introducir las

funciones f,,

174 V
N = Ff3/2(2+) + Ff?’/?(z—)'

Si la temperatura es cero, el potencial quimico es la energia de Fermi, 1 = er. Ademads, cuando 7" — 0 el

nimero de ocupacién tiende a una funcién escalén, de modo que

oo 61/2 o .
/2 _
/0 de B 1 1 — /0 de €/” O (ep F upH —¢).

Debido a que el limite inferior de las integrales es cero, si el argumento de la funcién escalén es menor
que cero para e = ( (que seria el caso mds favorable), el integrando es cero siempre y la integral se anula.
La siguiente figura muestra las dos alternativas posibles para el caso de los electrones con espin paralelo al

campo. Dependiendo de la diferencia ez — ugH se tendrd uno u otro escalon.

6'14‘*/I,BH 0 EF—/LBH

Si e — pupH es menor que cero, el escalén nunca alcanza los niveles con energia cinética positiva, y por lo
tanto los niveles con espin paralelo al campo estdn desocupados. En cambio, si ez — g H es mayor que cero,
habré algunos niveles ocupados con espin paralelo al campo. Asi, siguiendo con el caso de las particulas con

espin paralelo al campo,
o 2
/ de €2 © (ep — ppH — €) = g(EF — upH)*? O (ep — ppH).
0

Notar especialmente como la funcidén escalén sobrevive en cierta forma a la integracion, diciendo que si no
se satisface ex > ppH toda la integral es nula. Para las particulas con espin antiparalelo al campo, resultan

las mismas expresiones pero con el signo de / cambiado. En definitiva,

_47TV
3

9 3/2
N ( m> (e = s H)"? © (ex = ppH) + (e + ppH)* © (e + ppH) |- @

B2

El primer término corresponde a los electrones con espin paralelo al campo, es decir, los que tienen una
energia minima igual a upH (recordar que estamos suponiendo que H > (). La ecuacién anterior estd
diciendo simplemente que si la energia de Fermi no es mayor que ese valor minimo, entonces no habra
electrones con espin paralelo al campo. No podria ocurrir que € fuera también menor que —upH, porque

entonces tampoco habria electrones con el espin antiparalelo.
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La Ec. (2) es una ecuacion para €, que podemos escribir como

a= f(ep), 3)
donde

3N [ h2\?

oa=——|-—

4rV (2m)

y donde
fler) = (er — upH)*? © (ep — ppH) + (ep + ppH)** © (ep + upH) .

Conviene pensar la ecuacion (3) graficamente. Para cada eleccion del pardmetro o debe buscarse la intersec-
cion de la curva de la funcion f(ep) con la cota de nivel a. Las figuras siguientes muestran por separado cada
término de la funcién f, uno asociado a los electrones paralelos y otro a los antiparalelos al campo, y abajo

la funcién f completa, indicando la definicién de la funcién sélo en los tramos en los que es distinta de cero.

Ny (ep — ppH)* N_ (er + ppH)*"”

nsH r —ppH r

(er + peH)*"? + (ep — ppH)*"*

Qerit

(er + ppH)*?

—pupH upH r

Si0 < o < (2upH)*?, la interseccién ocurre en el primer tramo de la funcién f, alli donde f(ep) =

(ep+upH)32. Perosi (2upH)*? < alainterseccion debe buscarse en el segundo tramo de la funcién £, allf
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donde f(ep) = (ep+ppH)*?+ (e —ppH)>?. Enel primer caso sélo estaran poblados los niveles con espin
antiparalelo al campo; todos los electrones tendran sus espines alineados. A mayor densidad de particulas,

3/2

mayor es el valor del parametro . Cuando se sobrepasa la cota critica dada por oy = (2upH)°/*, empiezan

a poblarse los niveles con espin paralelo al campo y deja de ser cierto que todos los electrones tengan sus

espines alineados. La densidad méxima para la que eso ocurre es
MY (2m\ Ty A (A
v) T3\ n HEE) =3 7 e '

m Respecto a la energia. El calculo directo a’l’ = 0 da

U - UJ,_ + U_
o\ ¥ [ [ o
=27V <ﬁ) [/ dee?O(ep — ppH — €) (e+yBH)+/ de e O(ep + ppH — €)(e — pupH) | .
0 0
Recordar que ¢ = p?/2m s6lo representa la energfa cinética, asociada con la densidad de estados €/2. Aqui

estamos calculando el valor medio de toda la energia, que aparece en dltimo lugar en las integrales, como
€ =+ ugH, dependiendo de la orientacién del espin. Si la energia de Fermi es menor que upH, el primer

término no contribuye y queda sélo la contribucion de los electrones antiparalelos al campo:

3/2 fe's)
U=2rV (—) / de e'?O(ep + ppH — €) (e — ppH)
0

47V [ 2m 8/2 A7V [ 2m 3/2
—(5E) i = 5 (B) T nttler + )

La interpretacion de esta ecuacion es bastante transparente. En primer lugar, comparando con las ecuaciones

para los nimeros de particulas, y puesto que N = N_, el dltimo término se reduce a

_47TV

om\ */?
3 < ) ppH(ep + ppH)*?* = —NpgH.

2
Esto es la energia de interaccion con el campo externo. El otro término se reescribe de manera similar como

47V 2_m
5 h?

3/2 5
) (ep + ppH)*? = = V(er + ppH).

Este seria el término de energia cinética. En resumen, si N, = 0, entonces

B 47V

U
5

om\ ¥/ 3
<ﬁ) (€F+MBH)5/2:5N<EF'|—,MBH)—N,MBH.

Justo cuando € = ppH resulta U = %N ppH. Al margen de eso, la aparicién de ppH en el término

cinético tiene que ver con que en el célculo de e interviene tanto la energia cinética e como la energia
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de interaccion con el campo. Por construccion, € es la energia maxima de los electrones, e incluye a
la energia de interaccién, que es negativa para los electrones antiparalelos al campo. Cuando todos los
electrones son antiparalelos al campo, alcanzar la energia e exige que tengan una energia cinética adicional.
Ya para alcanzar el estado con energia igual a cero tienen que tener una energia cinética igual a ugH.
Matemadticamente, como en esta situacion la energia de interaccién con el campo es la misma para todos
los electrones, todo el problema puede verse como el problema de electrones sin degeneracion de espin pero
con el cero de energia desplazado en —p g H. La redefinicion del origen de la energia puede absorberse en la

definicidén del potencial quimico, y de ahi que aparezca ex + ppH en el término de energia cinética.

Si la temperatura fuera distinta de cero, es facil demostrar que
U=U +U_,

donde la energia de los electrones paralelos al campo es

V13 3V
U+ )\3 |: kT f5/2 (26 ﬂ'uBH) + ,U/BH f3/2 (26 B‘MBH):| = 5 )\— kT f5/2 (Ze_ﬁ'uBH) + MBHN+,
y la de los antiparalelos
V 3V
U_ = )\3 |: kT f5/2 (ZG/BNB ) ,LLBHfg/Q (Ze/B’uBH>:| 2 )\3 kT f5/2 (Z€’BMB ) + ILLBHN_.

Todo se traduce en una redefinicion de las fugacidades para cada una de las poblaciones de electrones y en el

agregado del término de interaccién magnética.

(b) En general la magnetizacion es

M = pp(N- — Ny),

y la susceptibilidad

oM

X= 27 .

oH |, _,

Cuando la energia de Fermi es mayor que ppf
AnV 3/2
Ny = 5 ( % ) (er F upH)*?.
La magnetizacion es entonces
ATV 3/2 ‘
M==5 ( 2 ) [(EF + upH)*? — (ep — ,UBH)J/Q] HB:

Para calcular la susceptibilidad hay que tener en cuenta que la dependencia de los nimeros V. respecto de

H aparece explicita e implicitamente, ya que €z es a su vez una funcién de H. Por ejemplo,

ONy 2m'\ % 12 (Oep




SiH=0,

ON,

2m 3/2 1/2 aEF
:2 — —_—
OH |, ”V(hz) N (aH “B)’

2m 3/2 1/2 aEF
= oV [ == =r .
v (Ge) o (G )

Al hacer la diferencia de los dos términos, la derivada Oer/OH se cancela, y queda

ON_ ON om\ /2
X=he ( o aH+>H_o - (ﬁ> ¥ h @

con un resultado andlogo para N_,

ON_
oH

Por otro lado cuando H = 0, la energia de Fermi estd dada por
2 2m 3/2 3/2

Reemplazando en la Ec. (4) er en términos de la densidad, queda

om\ (3N
X = (4xV)*? (ﬁ) (7) 7%

Mis que la susceptibilidad, interesa la cantidad intensiva y /N, que resulta ser

V3rV
N

2/3
myy

h2

X
Ay
N

De haber sido necesario calcular de/0H, podriamos haber usado la ecuacién (2), que da la relacién entre

erpy H. Cuando ep > upH,

_47TV
3

Im 3/2
N ( ) [<€F — ppH)*? + (ep + npH)*?|.

h?
Como todo lo que queremos es la derivada de e respecto de [, podemos derivar implicitamente. Puesto que

N y V estén fijos, diferenciando la dltima ecuacién resulta

0= (EF — uBH)lﬂ(dEF — quH) + (EF + ,UBH)I/Z(dEF + ,UBdH).

Entonces
Oep _ (er — ppH)'? — (ep + ppH)'?
OH (er — pupH)2 + (ep + ppH)' /2 HB-
Si H =0,
Oep 611;7/2 — 6};/2
OH - e}p/z + 6;/2 o =0



