Fisica Teérica 3 — primer cuatrimestre de 2024
Transporte y ecuacion de Boltzmann
La Guia 4 cOMENTADA[]

Funcién de distribucion, densidades y corrientes

El primer paso es introducir la funcién de distribucién para una particula y definir densi-
dades. La funcién de distribucién f(r, p, t) determina el nimero medio de particulas en el

elemento de volumen d*r d*p del espacio de rp de una particula, donde p = mr,
dN(r,p,t) = f(r,p, t)d*r d®p. (1)

Si se integra en todo el espacio rp, se obtiene el niimero total de particulas,

N = Jd3r d3p f(r,p,t). (2)

Este no es un namero medio. La ecuacién anterior es simplemente la expresién de que las
probabilidades suman uno. Si se integra s6lo sobre el impulso, se obtiene el niimero medio

de particulas en el elemento de volumen d3r,

dN(r,t) = U d’p f(r,p, t)} d3r. (3)

Por lo tanto, la densidad media de particulas es

~ dN(r,1)

nir) = S = | @t (1)

En lo que sigue no insistiremos con el calificativo medio, que se dara por entendido.
Supongamos que, asociada a cada particula, hay una cantidad aditiva que es funcién
de la posicién, del impulso y del tiempo; digamos, y(r, p,t). Es decir, una particula en la
posicién 1, con impulso p y a tiempo t posee un valor y(r,p,t) de cierta magnitud fisica
aditiva. Convendré llamar a esta magnitud fisica con un simbolo distinto; por ejemplo, G.
La funcién y puede ser, por caso, el nimero de particulas (que para una particula es igual
a uno), la masa, la carga eléctrica, el impulso lineal, la energia cinética, la energia potencial,
etc. El valor total de la magnitud G en el elemento dr d*p del espacio rp es igual al

namero de particulas en ese elemento por el valor de G que posee cada particula,

dG (T, Py t) = ’Y(T, P, t)dN (1‘, P> t) = ‘Y(T’, P, t)f(]’, P t)dgr dgp (5)

Integrando sobre el impulso, se obtiene el valor total de G contenido en el elemento de

volumen d3r, irrespectivamente del impulso de las particulas,

dG(r,t) = U d*p y(r,p, )f(r,p,t) | d’r. (6)
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Asi, la densidad volumétrica de la magnitud G en el punto r y en el instante t es

dG(r,t)
g(r)t) = a3

= Jd3p v(r,p, t)f(r,p,t). (7)

Ejemplos de estas densidades son la densidad de particulas, la densidad de impulso lineal

y la densidad de energia cinética:
n(r,t) = J dSP f(r, P»U»

W(T,t) = J dsp P f(]‘, P t)) (8>

2

(g, PP
elr,t) = | &p - 1(r,p ).

\

Ahora vamos a introducir valores medios por particula, lo que es adecuado para definir
cantidades no aditivas, como la velocidad. Si una particula tiene velocidad vy y otra
particula tiene velocidad v,, no decimos que la velocidad total es v; 4 v,, pero si decimos
que la velocidad media por particula es 3 (vy 4+ v3).

El numero de particulas que hay en el elemento de volumen d*r estd dado por la Ec. (3).
Puesto que en ese elemento de volumen el valor total de la magnitud fisica G es

4G(r,t) U & v(r,p, OEr, p )| @, ©)

el valor medio por particula de la magnitud G serd entonces

ey | ERvEpoiee

Y= Nm ) BETCRIR (10)

Hay magnitudes fisicas que se caracterizan mejor por sus valores medios por particula que
por su densidad. Por ejemplo, la densidad de impulso lineal es

Mnﬂzjﬁppﬂnmﬂ. (11)

El valor medio del impulso por particula es

m(r,t)

— 1
T[(Y,t) = TL(T, t) = n(r,t) stp P f(r>p)t)- (12)

Si cada particula tiene en promedio un impulso 7, tiene en promedio una velocidad

u(r,t) = —m(r,r) = n(w]‘ y Jd3p an f(r,p,t). (13)

Esta es una funcién muy importante: es la velocidad macroscépica del fluido como funcién

de la posicién y del tiempo.
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A cada densidad corresponde una densidad de corriente. Consideremos el elemento de
volumen d*r. La densidad de particulas en ese elemento que tienen un impulso lineal en
el elemento de volumen d3p es

dn(r,p,t) = f(r, p, t)d’p. (14)

Si las particulas tienen asociado un valor y(r,p,t) de la magnitud G, la densidad de la
magnitud G debida a las particulas que tienen impulsos en el elemento de volumen d*p es

dg(r, P, t) = V(r> P, t) dTL(T, P, t) = V(r> P, t)f(ra P, t)dap' (15)

La densidad de corriente de una dada magnitud es igual a la densidad de esa magnitud
por la velocidad de las particulas que la transportan. Asi, las particulas en el elemento de

volumen d*p contribuyen a la densidad de corriente de la magnitud G en una cantidad

de(T'>p>t) = TIBI dg(r)p>t) = % Y(T‘,p,t)f(f,p,t)dsp. (16)

Integrando sobre el impulso, obtenemos la densidad total de corriente de la magnitud G,

jolr, 01 = [ & 2 y(r,p 01(r, 0. a7)

Las densidades de corriente que nos van a importar principalmente son la densidad
corriente de particulas, la densidad de corriente de impulso y la densidad de corriente de

energia cinética. La densidad de corriente de particulas es

it = | & 2 tirpyo. (18)
m

Aqui la cantidad y(r,p,t) que posee cada particula es igual a uno. En el censo de las

particulas, cada particula cuenta como una particula. La densidad de corriente de energia

cinética es

2
jelrt) = [ &p 2 2tirpyv). (19)

Las magnitudes escalares tienen densidades de corrientes vectoriales. Las magnitudes
vectoriales dan lugar a corrientes tensoriales. Por ejemplo, en el caso del impulso lineal,
tenemos una densidad de corriente por cada componente del impulso: una particula que
atraviesa un elemento de superficie transporta impulso en las tres direcciones. De esta
forma, la densidad de corriente de la componente i del impulso es

0 = | @ L it pyo). (20)

La informacién contenida en esta ecuacion se representa mejor de manera tensorial, definiendo
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un tensor cuyas componentes cartesianas son

Oy(rt) = [ & 22 f(r,p,v). (21)
Oy es la componente j de la densidad de corriente de la componente i del impulso. Este
tensor es simétrico. Para independizarnos de las coordenadas cartesianas, podemos usar

la notacion de diadas, y definir el tensor sin referencia a ninguna base en particular,

o(r,t = | &p PP 1(r,p,v). (22)

El hecho de que las corrientes j y je sean vectores (circunstancia esta que en realidad no
demostramos) y de que © sea un tensor es consecuencia de que la funcién de distribucién

es un escalar. La demostracién se deja como ejercicio.

La ecuacion de transporte de Boltzmann

La funcién de distribucién satisface una ecuacién de transporte, cuya forma general, para

un fluido de particulas con interacciones de corto alcance, es

of p of

— 4+ VYf+F-V.f=[— . 23

ot T VT Ve (at)co1 (23)
Aqui F(r, p, t) es la fuerza externa que actta sobre las particulas; F puede ser, por ejemplo,
la fuerza de Lorentz debida a un campo externo. La forma de la ecuacién de transporte es
general: es la expresion diferencial de la conservacion de la probabilidad en el espacio rp
de una particula. Las aproximaciones aparecen al escribir el término de colisiones. En la

ecuacion de transporte de Boltzmann, el término de colisiones se aproxima por

of
(&) (r,p,t) = Jdﬂo{ d’p5d’p2 & (p + P2 — P1 — P2)8(p* +p3 —pi* —p5)
col

(24)
X |Tﬁ(P>P2>P§>P£)’2 |:f(r>p£>t)f(r)p€)t) - f(r)Pz)t)f(r>P>t)] .

Todas las funciones f estdn evaluadas en el punto r y en el instante t. Los choques se
consideran eventos puntuales. Dentro de la integral, T; posee ciertas propiedades de
simetria fundamentales. En esencia, Tf; contiene informacién sobre la geometria de las
colisiones binarias, que son las tinicas que se tienen en cuenta.

El término de colisiones es un término de ganancia-pérdida. Particulas con impulsos
Pi Y P, chocan y una de ellas adquiere impulso p, o mds propiamente, en el elemento
de volumen d3p alrededor de p. La frecuencia con la que ocurren esos choques se asume
proporcional al producto de las densidades f(r,pj,t) y f(r, p5,t), como si la probabilidad
de encontrar dos particulas en esos puntos del espacio rp fuera simplemente el producto
de las probabilidades. Del mismo modo, una particula con impulso p choca con una

particula con impulso p, y terminan con impulsos p; y p5. La frecuencia de estos choques
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también se asume proporcional al producto de las densidades f(r, p,t) y f(r, p2,t), como si
la probabilidad de encontrar una particula en el elemento de volumen d*r d*p fuera inde-
pendiente de la presencia o no de otra particula en el elemento d*r d*p,. Esta factorizacién
de la probabilidad conjunta se conoce como hipétesis del caos molecular, y es uno de los

puntos mads sutiles y mds falsamente inocentes de la ecuaciéon de Boltzmann.

Leyes de conservacion

Si una cantidad x(r, p), asociada a cada particula, se conserva en las colisiones binarias, es
decir, si x(r,p;) +x(r,P3) = Xx(r,P) +Xx(7,P2), entonces es posible deducir leyes de conser-
vacién para las soluciones de la ecuacion de Boltzmann. Aqui resultan fundamentales las
propiedades de simetria de la funcién T¢; dentro del término de colisiones (24). La forma
de estas leyes es la siguiente (Huang, §5.3):

0
Jdﬁxﬁﬁﬂh?+%-V+FmpJMV4f&mﬁJZQ (25)
Deberia ser evidente que la demostracién de la Ec. se reduce a verificar que, para el
término de colisiones de la ecuacién de Boltzmann,

J dsp x(T, p) (;) (T, P t)=0. (26)

ol

Las leyes de conservacion que se deducen de la expresion son leyes de conservacién
macroscopicas. Hay tres leyes de conservacion fundamentales, que estdn asociadas, respec-
tivamente, a la conservaciéon microscépica del ntiimero de particulas, del impulso lineal y
de la energia. Cada uno de estos casos corresponde a tomar x(r,p) =1, x(r,p) =py

x(r,p) = p?/2m. Demostraremos que estas leyes de conservacion se escriben como

/

CLivV-@=n(p, (27)

donde
i= |

Ademads, hemos adecuado un poco la notacién para el valor medio por particula,

P [ g3y, PP I TR S (N I
mf, @U—Jdp - f, e—Jdpsz, )e—Jdpmsz. (28)

<9> (T,t) =

1
1) Jd% g(r, p, f(r, p,t). (29)

Veamos caso por caso. Asumiremos que la fuerza externa es tal que V, - F = 0; en

particular, deberian demostrar que esta condicién incluye a la fuerza de Lorentz.
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Conservacion del niimero de particulas

La ley de conservacién mds elemental es la del niimero de particulas. La funciéon x(r, p) = 1
lleva la cuenta del ntiimero de particulas que corresponde a una particula; a saber, uno.
Antes de la colisiéon hay dos particulas; después de la colisién, también hay dos particulas.
Cuando x(r,p) =1, la ley de conservaciéon que se deduce de la Ec. es

0
Jd3p {a + 1% -V +F(r,p,t) - Vp} f(r,p,t) =0. (30)

El objetivo es calcular las integrales explicitamente, para dejar escrito el resultado en

términos de las densidades y corrientes. El primer término es

0 0 on(r,t)
3 —_— = — 3 = )
Jd P atf(r,p,t) atJd p f(r,p,t) FYRR (31)

donde n es la densidad de particulas. El segundo término en la Ec. (30)) es

Jdp3 % ' Vf(]’, P t) =V Jdg)p T]B‘L f(T, P t) =V j(T,t) =V [n(r,t)u(r, t)}» (32)
donde u es la velocidad media de las particulas,

1
n(r,t)

u(r,t) = <%> (r,t) = Jd3p 1% f(r, p, t). (33)

Finalmente, el altimo término en la Ec. (30)) es

Jd3P F(T, P>t) : fo(r, P, t)=— J d3p [vp : F(T, P> t)] f(T,p,t) =0, (34)
porque, por hipétesis, V,, -F = 0. Reuniendo todos estos resultados, obtenemos la siguiente
ley de conservacion:

on

* j — O 35
ot TVITO (35)
aunque es mas tutil escrita como

on
a +V. (nu) =0. (36)

Esta es la ecuacion de continuidad.

Conservacion del impulso lineal

Six(r,p) = pi, la Ec. (25)) se lee como

0
S| @ppitrp 04V [ @ppi Rt p )+ [ P piFrp ) Tyflrp ) =0, (37
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La integral en el primer término define la densidad de impulso 7,
n(r,t) = J d3p p f(r,p,t) = mn(r, t)u(r, t). (38)

La integral del segundo término en la Ec. (37) es el tensor de esfuerzos, definido como

0y(rt) = [ &*p PP f(r, p, ) (39)

Este tensor da el flujo de la componente i del impulso en la direccién j. Por tdltimo, la
integral en el tercer término de la Ec. se puede reescribir como

0
dsp PiFj (T,p,t) : f(r> P, t) = - dsp [511']:5(1”, p»ﬂ + pivp ' F(T,p,t)} f(T,p,t). (40)
op;

Por hipétesis, V;, - F = 0, de modo que la expresion anterior se reduce a
donde (F) es el valor medio de la fuerza por particula. Finalmente, la Ec. se lee como

%(mnu) +V-O=n(F). (42)

O, en términos de la densidad del impulso,

o
E+V-®ZH<F>. (43)

Esta es la ley de conservacién macroscépica del impulso lineal.

Conservacion de la energia

Si x(r,p) = p%/2m, omitiendo algunos pasos, la ecuacién de conservacién implica

oe(r,t) 2

ot

+V-je(r,t)=—jd3p§

5— F(r,p,1) - Vpf(r,p,t). (44)

Para evaluar el dltimo término, integramos por partes, usando de nuevo que V;, - F =0,

2
| @p 2= Firp0)- Tyttrp) = = | @ 2B p,utrpy 0 = <0 (2 F) ()
(45)

Este término estd relacionado con el trabajo por unidad de tiempo que hace la fuerza

externa. El balance de energia queda escrito entonces como
—+V-j€:n<n—1-F>, (46)

lo que no carece de sentido.
Tal como las hemos visto hasta aqui, las ecuaciones de conservacién macroscépicas son

consecuencia de la ecuaciéon de transporte de Boltzmann, a través de las propiedades de
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simetria de la funcién T¢; (un resultado que no demostramos, pero que pueden consultar
en la secciéon 5.3 del libro de Huang). Sin embargo, uno deberia ver a las ecuaciones
de conservacién macroscopicas como una confirmacién de que la ecuacion de transporte
de Boltzmann es consistente con las leyes de conservacién microscépicas. Si hubiéramos
escrito otra ecuacién de transporte, de la cual no se dedujeran las leyes de conservacién
macroscopicas, eso hubiera sido mas una indicacién de lo inadecuado de la ecuacién de
transporte que de la violacién de las leyes de conservaciéon. Dicho en otras palabras, las
leyes de conservacién pueden mirarse en el otro sentido: sea cual fuere el término de
colisiones en la ecuacién de transporte
of p

of
4+ F VYf+F-V.f=[— 4
at+m VIF+F-Vp (at)wl’ (47)

debe ser tal que

of of of
3 3 3 2
J (at) col 0, J (at) col 0, J (6’() col 0, ( 8)

para que se satisfagan, asi, las leyes de conservacién macroscopicas. Desde este punto de
vista, las ecuaciones de conservacién son anteriores a la ecuacién de transporte. La forma
especifica del término de colisiones dependera del modelo. Un modelo posible es el de las
colisiones binarias y el caos molecular, que lleva a la ecuacién de transporte de Boltzmann

y que, en efecto, tiene un término de colisiones que satisface las ecuaciones anteriores.

La distribuciéon de Maxwell-Boltzmann

Una solucién muy importante de la ecuacién de Boltzmann corresponde a la distribucién
de equilibrio, en la que f no depende de la posicién ni del tiempo y en la que no hay fuerzas
externas. Asi, el primer miembro de la ecuacién de Boltzmann es idénticamente nulo,

of p

o . ». V. f = 0. 4
5 T VIHFVpf=0 (49)

Para que f sea solucion de la ecuacion de Boltzmann, también debe anularse el término de

colisiones; es decir, debe ser

of
(&) (r,p,t) = J d*p1d’prd®pa 8° (p + p2 — pi — p2)d(p* +p3 — P’ — p7)
col

(50)
X |Tﬁ|2 (féﬂ —f2f) =0.

La forma mads sencilla de anular esta expresion es elegir f de modo que las deltas fuercen

la anulacién de la diferencia f5f; — f,f. Es facil verificar que si f es de la forma

f(r,p,t) = f(p) = ae P~ (51)
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entonces ocurre lo anterior. En efecto,
Iy 2 / 2 / 2 2 2
1581 — 2f = o {exp| b (Ips — o + p} — o )| —exp|~b (I — e+ Ip— )|} (52)

= a?e 2 (exp{b 2¢- (p7 +p3) — (pi* + 7)) } - exp{b [2¢- (p+p2) — (p* +P3)] })

Pero las deltas de Dirac en el integrando de la Ec. (50), que estdn ahi porque los choques

son eldsticos y conservan el impulso lineal, fuerzan las condiciones

Pi+P2 =P+ P2 pit +p3 =p* +p3. (53)
Entonces
8*(p+p2—p1—P3)8(p* +p3—pi* —p5)

(54)
(exp{b [2¢- (p1 +p5) — (pi* +p5)] } - exp{b [2¢- (p+p2) — (P* +P3)] }) =0.

Al considerar el término de colisiones de la Ec. , hubiera bastado con que se anulara
la integral triple. Ocurre algo mucho mas fuerte: lo que se anula es el integrando punto a
punto. Este es un caso particular de balance detallado.

En resumen, tenemos una familia de soluciones de la ecuacién de Boltzmann:

f(p) = ae PIPel’, (55)

La pregunta ahora es qué significa fisicamente cada uno de los pardmetros que aparecen
en esta distribucion. Para analizar esta cuestion, calculemos la densidad de particulas, la
velocidad media por particula y la densidad de energia cinética.

En primer lugar

n= J d*p f(p) = aJ d3p e blp—cl’, (56)

Como la integral es en todo el espacio de impulsos, podemos hacer el cambio de variables
p — ¢ — p, con lo que queda

7T\ 3/2
n= aJ Ppe ™ =q (E) . (57)
Esto da una primera relacion entre los pardmetros a y b y las densidades macroscépicas.

Por otro lado, la velocidad media por particula, usando el mismo cambio de variables, es

1 3. P a J 3 —bp?
= flp) = + L
u Jd P (p) d’p (p+cle (58)

La integral gaussiana del producto de un ntimero impar de componentes del impulso,
cuando la gaussiana estd centrada en el origen, es cero. De modo que, mediante la Ec. (57)),

u= %aj Bp e P’ = n£1 (59)
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Esto implica

c = mu. (60)

Tenemos entonces una interpretacion directa del pardmetro c. Por tltimo, calculemos la

densidad de energia cinética,

2

a 2 a 2
¢ =Jd3p LR Rjdﬂo (prc)(p+c)e® = Rjd% P2+ c)e ™. (61)

Hay que calcular la integral
I, = Jd3p ple PP’ (62)

En general, podemos calcular sin mucho esfuerzo toda una familia de integrales:

I, = Jd3p pse PP’ (63)
Escribiendo la integral en esféricas,

*° s 2 47t &0 s _x2
I :47[Jo dp pst2e®P :WL dx xST2e ", (64)

Con el cambio de variables y = x?, queda

27 °°
_ (s+1)/2 ,—
I = bls+3)/2 L dy y*r i Te . (65)

Recordando la definicién de la funcion T,

r(x) = Eo dt txTe t, (66)
finalmente resulta
SRR o
Asi,
L= 25r(3). (68)

Hay un valor de la funcién I' de argumento fraccionario que, si no se recuerda, es muy fécil

de calcular:

() =vm (69)

N|—=

En verdad,

rz) = J dtt'/2e t = ZJ dze ® = /m. (70)

0 0
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A partir de este resultado, y de la propiedad de recurrencia I'(x) = (x — 1)I'(x — 1), pueden

calcularse todos los valores de la funcién I' de argumento 3n, con n impar. Por ejemplo,

ri)=3r@@) =2r@) =vm (71)
En definitiva,
Cun2 3T/
I = J d’p p’e P = 355/2) (72)
y
1 m3/2 (3 3n mnu?
e=7m¢ (5) (%“)wmb* 7 (73)

El dltimo término podria haberse anticipado.
Aln no tenemos una interpretaciéon para a y b. Supongamos que el fluido esté en
reposo, de modo que u = 0. Entonces la densidad de energia cinética es

3n

€= —". 74
4mb (74)
Para que esto sea consistente con la mecédnica estadistica de un gas ideal monoatémico a

temperatura T, cuya densidad de energia es 3nkT, debe ser

1

b=-—-. )
2mkT (75)
Lo tnico que resta hacer es volver a la Ec. y dejar escrito a en términos de los

observables macroscépicos:

n

“= (2rmkT)3/2°

(76)
Asi hemos demostrado que la distribucién de Maxwell-Boltzmann es solucién de la
ecuacion de transporte de Boltzmann en ausencia de fuerzas externas y que, en términos

de los observables macroscépicos, se escribe como
(1, Py ) = fo(p) = e Pomul?/amit (77)

e (2rmkT)3/2 '

A partir de aqui, cuando hablemos de una distribucién de Maxwell-Boltzmann, usare-
mos el subindice 0. La distribucién f, tiene asociada una densidad de particulas n, una

velocidad media u y una densidad de energia cinética

€ = Jmnu? + 3nkT. (78)

Ninguna de estas cantidades depende de la posicién o del tiempo. El fluido se desplaza
como un todo. En un sistema de referencia que se moviera a velocidad u, veriamos un

fluido en reposo, macroscépicamente homogéneo y estatico.
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Las corrientes para la distribuciéon de Maxwell-Boltzmann

Sabemos que la densidad de corriente de particulas serd j = nu. Interesa calcular ahora las

otras corrientes. El tensor de esfuerzos es
PiPj
Oy = J d’p ?) fo(p). (79)

Estos cdlculos son tipicos. La estrategia general, que ya hemos aplicado antes, es centrar la

gaussiana, de modo que luego del cambio de variables queda la siguiente integral:
1 _
Oy = | &p (ps + ma) (s + maw Folp), (50)
donde fo(p) es la gaussiana centrada,
_ 1 2
_ —p2/2mkT
fo(p) = WQ P . (81)

Por simetria,

Oy = nlljdﬁ) (pip; + mAui)fo(p). (82)
Ya hemos visto que
Jd% fo(p) =Jd3p fo(p) =m, (83)
de forma que
Oy = mnuu; + % J a*p pip;jfolp). (84)

La altima integral sélo es distinta de cero cuando i = j, y en ese caso no depende del valor

de i. Da lo mismo integrar p2 que pﬁ o que p2. Entonces, podemos afirmar que

Jd3p pip;fo(p) = 385 J d*p pfo(p). (85)
Con el resultado (72) a la vista,
stp p*fo(p) = 3mnkT. (86)
En definitiva,
J a*p pip; fol(p) = mnkTdy;, (87)
y
Oy = nkTdi; + mnuu;. (88)

Si la velocidad del fluido fuera cero, el tensor de esfuerzos seria diagonal. En el producto

nkT reconocemos la presiéon de un gas ideal.
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Por otro lado, la densidad de corriente de energia cinética es

2
. |43, P P
je —Jd p 5 folp). (89)

Luego de centrar la gaussiana y de omitir los términos que se anulan por simetria, queda

2

o ade (P wP 120 F

)e—Jdp (Zmu-l-p um—I—zmu u)fo(p). (90)
Por suerte no necesitamos hacer ninguna integral nueva. Usando los resultados (83) y (87),

je =2nkTu+ Imu’nu. (91)

Siu = 0, la densidad de corriente de energia cinética es cero. Resulta un poco descon-
certante a primera vista que la densidad de corriente de energia cinética no sea eu. La
diferencia es igual a la presién, nkT, por la velocidad.

Distribucion de Maxwell-Boltzmann local

Estamos acostumbrados a los mapas de temperatura. Podemos ver en tiempo real cémo
cambia la temperatura en la ciudad, o en un punto de la ciudad. Aunque la atmdsfera sea
turbulenta, no solemos perder el aplomo al hablar de su distribucién de temperatura.

13

ARGENTINA

Incluso habran resuelto la ecuacién del calor, que gobierna en algunos modelos la evolucién
del campo de temperatura. El caso de la temperatura es paradigmaético, porque es una
cantidad que hemos aprendido a asociar a sistemas en equilibrio termodindmico. El mero
hecho de hablar de que la temperatura cambia con la posicién y con el tiempo implica
que no hay equilibrio y que, en rigor, no podemos hablar de temperatura en el sentido
termodindmico del término. Pero de todas maneras, llevamos un termémetro de un punto
al otro del aula y el termémetro indica una temperatura, que depende de la posicién y del
tiempo. Esto sugiere que en muchas situaciones de no equilibrio sigue siendo adecuada la
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descripcion del fluido, al menos de manera aproximada, por una distribucién localmente
de equilibrio, en donde los pardmetros n, uy T sean funciones de la posicién y del tiempo.
Es decir, uno esperaria que fuera posible describir un fluido moderadamente fuera del
equilibrio con una distribucién de la forma
2
n(rat) |p _ mu(r,t)|

fo(r,p,t) = exp |— . 92
oih P 27tmkT (1, t)]*/? P 2mkT(r,t) (92)

Cuando antes calculamos las densidades y la velocidad media, en ningtin momento fue
necesario suponer que los pardmetros n, u y T fuesen constantes, porque s6lo hicimos
integrales en el impulso. La distribucién anterior tiene una densidad de particulas n(r,t),

una velocidad media por particula u(r,t) y una densidad de energia cinética
e(r,t) = Imn(r, thu(r, t)* + 3n(r, t)kT(r,t). (93)

La pregunta natural es si una distribucién de Maxwell-Boltzmann local puede ser solu-
cion de la ecuacion de Boltzmann. Hemos visto que si la distribucién es una gaussiana
en el impulso, el término de colisiones es cero. Entonces, si la distribuciéon de Maxwell—-
Boltzmann local fuera una solucién de la ecuacién de Boltzmann, habria que verificar que

se anula el primer miembro de la Ec. (23). Sin fuerzas externas/f| deberia ser

afo P
P —o. 4
ot Vo =0 (94)

Esta es una ecuacion diferencial para las funciones n, u y T, y depende explicitamente del

impulso. De manera esquematica, tenemos una ecuacién diferencial de la forma
D [n(r, t),u(r, 1), T(r,t),p] =0. (95)

Es facil convencerse (jejercicio!) de que, salvo en el caso trivial, las soluciones de esta
ecuaciéon no pueden ser funciones sélo de r y de t. También deben depender explicita-
mente de p. Pero, por definicién, toda la dependencia del impulso de la distribucién de
Maxwell-Boltzmann local debe limitarse, de una manera muy especifica, al exponente de
la gaussiana. Por lo tanto, la distribucién de Maxwell-Boltzmann local no puede ser, en
general, una solucién de la ecuacién de Boltzmann, a menos que se trate de la distribucién
de equilibrio estricto.

Sin embargo, segtin lo que observamos antes, en muchas situaciones podemos hablar
de la temperatura de un gas como funcién de la posicién y del tiempo. Para ciertos
problemas, la distribuciéon de Maxwell-Boltzmann local serd una buena aproximacién. Mas
generalmente, una distribucién de equilibrio local puede ser adecuada, m. m., incluso en
situaciones tan extremas como la explosién de una supernova. Estas consideraciones nos

llevan a introducir la aproximacién de equilibrio local.

fCuando hay fuerzas externas, es posible, por ejemplo, tener una solucién de equilibrio local con una densidad
) ) )
variable, pero sigue siendo un caso trivial y, cuestién mas relevante, la temperatura es uniforme.
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Aproximaciéon de equilibrio local

Para los sistemas que vamos a tratar, la aproximacién de equilibrio local corresponde a
asumir que la funcién de distribucién del gas es una distribucién de Maxwell—Boltzmann

local, fy, mds una correccién &f, con |6f] < o,

f(r,p,t) = fo(r,p,t) + &f(r, p, 1)
(96)

2
__ mony ljp—mudnﬂl 4 5.1

27tmkT(r, t)]*/? 2mkT(r, t)

Ahora bien, sea lo que fuere f(r,p,t), existen infinitas maneras de escribirla como la
suma de una distribucién de Maxwell-Boltzmann local mds una correccién, del mismo
modo en que hay infinitas maneras de escribir la funcién x? como una gaussiana mas una

“correccion”:

2

X2 =e % 4 5f = e 4 (x? —e ). (97)

Para cada valor de «, tenemos una descomposicién. Una forma de fijar f, consiste en elegir
las funciones noy(r,t) y up(r,t) de modo que éstas sean exactamente iguales a la densidad
de particulas y a la velocidad media por particula. Es decir, imponer las condiciones

stp fo(T‘, P, t) = Tlo(r, t) = T'L(T,t),

(98)
J &p % fo(r, Py t) = o (1, o (1, t) = n(r, t)u(r t),
donde
n(rt) = J d3p f(r, p, 1), n(r, thu(r,t) = Jd3p n£1 f(r, p, t). (99)
En otras palabras, imponemos a 5f las condiciones
on = Jd3p 5f =0, STt = Jd3p pof=0. (100)

La distribucion de Maxwell-Boltzmann local depende de tres funciones arbitrarias. Eso
significa que necesitamos una tercera condicién. Esta condicién es que la densidad de
energia cinética,

2

elr,t) = | &p 7 1(r,p0) (101)

se escriba en términos de T de la misma manera en la que se escribe para un gas en

equilibrio. Es decir, dados n, u y €, definiremos T de modo tal que

e(r,t) = Imn(r, t)u(r, t)* + 3n(r, t)kT(r,t). (102)
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Puesto que, segin hemos visto antes,
p?
Jd3p Rfo(r,p,T) = Imn(r, t)u(r,t)? + 3n(r, t)kT(r, 1), (103)
la tercera condicién sobre &f es, previsiblemente,

Se = J &p P st —o. (104)
2m

Recapitulemos: propusimos una solucién para la ecuacién de Boltzmann de la forma

n(r,t) [p — mu(r, )’
f(r,p,t) = ! exp | — + 5f(r, p, t) 105
P it (r, 02 [ 2mkT(r,t) Pt (105)
en donde of estd sujeta a tres condiciones suplementarias,
p?
Jd3p 5f =0, Jd3p pof =0, Jd3p 5 8f=0. (106)

Estas condiciones tienen el efecto de fijar sin ambigiiedad la descomposiciéon f = fo + of,
donde f, es una distribucién de Maxwell-Boltzmann local. Las funciones n y u dan cuenta
exacta de la densidad de particulas y de la velocidad media por particula. La “temperatura”
T guarda con €, n y u la misma relacién que vale para un gas ideal en equilibrio.

El objetivo ahora no es tanto resolver la ecuacién de Boltzmann para f(r,p,t), sino
encontrar las ecuaciones diferenciales que satisfacen las funciones n, uy T. Esas ecuaciones
estan ligadas a las leyes de conservacién. Esto involucraréd el célculo de las densidades de
corriente de particulas, energia e impulso. Veremos que esas corrientes estaran relacionadas
con los gradientes de las funciones n, u y T. Es asi como se calculan la viscosidad, la
conductividad térmica y otros coeficientes de transporte.

Debido a la dificultad que presenta la ecuacién de transporte de Boltzmann, atin bajo la
aproximacién de equilibrio local, existen varios métodos de solucién aproximados, algunos

de gran sofisticacion. En la siguiente secciéon veremos uno de los mds simples.

Aproximacién de tiempo de relajaciéon

Supondremos que vale la aproximaciéon de equilibrio local, f = fy + 6f, donde [5f] <
fo. Ahora veremos un método aproximado para encontrar &f y escribir las ecuaciones
diferenciales que deben satisfacer las funciones n, uy T.

La parte realmente problemadtica de la ecuaciéon de Boltzmann es el término de coli-
siones. No s6lo es no lineal, sino que ademds hace que la ecuacién de Boltzmann sea

integro-diferencial. El integrando en el término de colisiones es cuadrético en f,

of
(&) = Jd3p{ d*pyd®p2 8 (p+p2 — 1 — P3)8(p* +p2 — P —p2’) [Tul* (F2f] — F2f).
col
(107)
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Antes demostramos que cualquier distribucién gaussiana en el impulso reemplazada en
el término de colisiones da cero. Hemos definido f = f, + 6f, asi que la combinacién de

funciones f que aparece en el término de colisiones (107)) puede escribirse como
5] — fof = (fo,fo; — foafo) + 0f) foy + fop OF) — 8fy fo — fop OF + 5f &f; — 6, df.  (108)

Segtn lo que acabamos de decir, el término entre paréntesis no contribuye a la integral
de colisiones, porque f, es gaussiana en el impulso. De esta forma, puede estimarse que

(0f/0t)c0 ~ Of. Esto motiva la aventurada aproximacién de tiempo de relajacion:

of of
—) ~-= 109
<at)col T ’ ( )

donde T es un tiempo microscépico caracteristico, mucho menor que la escala de evolucion
macroscopica del sistema. Tipicamente, T es el tiempo medio entre colisiones y puede
depender de la posicion y del tiempo. Por lo comun, T es funcién deny T. La aproximacién
no es después de todo tan aventurada, puesto que una de las contribuciones en el término
de colisiones es

— U d’p1d®psd®p2 8% (p +p2 —Pi — P2)8(p? +p3 —p? —p7) [Tul* f2| 6F.  (110)
Para entender por qué se llama aproximacién de tiempo de relajacién, supongamos que

f(r,p, t) = fo(p) + 8f(t), (111)

donde f, es la distribucién de Maxwell-Boltzmann de equilibrio. Entonces, la ecuacién de

Boltzmann sin fuerzas externas, en la aproximacién de tiempo de relajacién se lee como

06T of
_— = 112
ot T (112)

Esto implica que la perturbacién decae con un tiempo caracteristico de orden .
En definitiva, la ecuacién de Boltzmann en la aproximacién de equilibrio local y tiempo

de relajacion, sin fuerzas externas, es

of p of
V= ——. 113
ot * m v T (113)

Las condiciones (106) pueden ser vistas ahora desde otra perspectiva, que les asigna un
significado mas profundo. Recordemos que cualquier término de colisiones compatible

con las ecuaciones de conservacién macroscépicas debe satisfacer las ecuaciones (48)),

of of of
s, (Of  _ s, (0T) spp2 (2) o 114
Jd P <at>col O) ‘[d P p (at)col O) Jd PP (at)col ( )

Si el término de colisiones es —6f/t, entonces las condiciones (106) no son sélo conve-

nientes, sino necesarias.
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El objetivo es escribir 5f en términos de las mismas funciones n, uy T que figuran en fo.
Esto es més sencillo de lo que podria parecer. La Ec. ([113]) puede leerse como una ecuaciéon
para 6f. Escribiendo f = f, 4 6f, encontramos

d
5f = —1 {a(fo-l—éf)-l—]%-V(fo—i—éf)}. (115)

Antes que nada, esto permite inferir que &f es de orden 1. De manera que

ofo P 2
_ P , 11
5f T(at + Vfo)—i-O(T) (116)

No suele ser necesario calcular 6f de manera explicita, debido a que lo que importa
son las corrientes y densidades; es decir, integrales de &6f sobre el impulso. Puesto que fy
depende de tres funciones del espacio y del tiempo, seria muy penoso si fuera necesario
calcular &f explicitamente en términos de las derivadas y gradientes de esas funciones.
Cuando uno esta interesado en calcular integrales en el impulso, al reemplazar la expresion
(116]) en estas integrales, suele ocurrir que las derivadas pueden sacarse fuera, evitando
tener que calcular los muchos términos de las derivadas de una funcién que depende de
Ty t a través de la composicion de muchas otras funciones. Tampoco verdn nunca que el
método sea llevado a 6rdenes mds altos de T, aunque no hay ninguna dificultad especial
en escribir df hasta un orden arbitrario, simplemente por recursion.

Para ilustrar el método, vamos a considerar que el régimen es estacionario, lo que
significa que ninguna de las funciones n, u y T depende del tiempo. Lo primero que hay
que hacer es ver qué restricciones imponen las condiciones a través de la expresion
explicita de 6f dada por la Ec. (116). Recordemos que esas condiciones son

Jd3p of =0, Jd3p p of =0, stp p2of = 0. (117)
En régimen estacionario, la expresion (116]) se reduce a
5 = ——p - Vo + O(t). (118)

La primera condicién ([117)) se lee como

stp |:—(—- Cfo—l—@([)z} = 0. (119)
Escribamos
3. P 3 P
LI v/ YV . - . 12

Hemos visto que para una distribucién de Maxwell-Boltzmann local

Jd3p ]% fo = nu. (121)
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Entonces, volviendo a la Ec. (119)), se debe cumplir lo siguiente:
V- (nu) = 0O(1). (122)

Esto no aporta informacién nueva y, en realidad, tenemos un resultado mds fuerte. En

régimen estacionario, la conservacién del nimero de particulas, Ec. (36]), implica
V- (nu) =0. (123)

Esto no contradice la Ec. (122)), que s6lo impone un limite superior al orden de magnitud
del miembro de la izquierda.
La segunda condicién ([117]) se escribe como

J d3p pi oF = Jd3p [—nllpipjajfo + o(TZ)] —0. (124)
Tenemos que
PiPj PiPj
Jd3p ml difo = 0; J d3p ?’ fo. (125)

Esta integral es el tensor de esfuerzos asociado a la distribucién fy. Llamémoslo & (0), luego

PiPj
G stp T fo = 0,0} (126)

© % es el tensor de esfuerzos calculado a més bajo orden en t. Volviendo a la Ec. (124),

V-0 =0(1). (127)

Es necesario que mantengamos un registro de los 6rdenes en T a la derecha de cada

ecuaciéon. Usando el resultado para escribir @©) de manera explicita, queda
0i(nkT) + mo;(nuu;) = O(T). (128)

Por ultimo, la tercera condicion (117)),

3 p?
Jd P> of =0, (129)
implica, a su vez,
Jdpg pzp-Vfo:V-stp p’pfo=0(1). (130)

La integral que aparece en esta expresion es, a menos de un factor constante, la densidad

de corriente de energia cinética asociada a la distribucién fo,

2
0 — | g3p P Py 131
o =@ 2 g, (131)
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La Ec. (130) significa, por lo tanto, que
Vi =0o(1). (132)
Explicitamente, usando el resultado para jfgo),
V- (kT + Imu?) nu = O(1). (133)

Resumiendo: si incluimos la ley exacta de conservaciéon del nimero de particulas, en
régimen estacionario, las aproximaciones de equilibrio local y de tiempo de relajacién

implican tres ecuaciones para las funciones n, u y T, a saber:

V- (nu) =0,
0i (nkT) 4+ mo; (nuiu;) = O(T), (134)

V- (3kT + Imu?) nu = O(7).

Veremos que, usando unas ecuaciones en otras, estas expresiones pueden llevarse a una
forma mas simple. La segunda ecuacion, por ejemplo, puede reescribirse mediante la

primera:
0i(nkT) + mo;(nuiuy) = 0;(nkT) + mnu;0;u; + mu;d;(nuy)
= 0;(nkT) + mnu;0;u; + mw;V - (nu) (135)
= 0;(nkT) + mn(u - V)u,.
Asi, vectorialmente, la segunda Ec. queda escrita como
V(nkT) + mn(u-V)u = O(1). (136)
Algo parecido puede hacerse con la tercera Ec. (134). Puesto que V - (nu) =0,
V- (CkT+ Imu’)nu=n(u-V)(2kT + Imu?). (137)
Entonces se obtiene
u-V (3kT + imu?) = O(7). (138)
Aunque resulte exasperante, esto atin puede simplificarse. El tltimo término es
%nu - Vu? = muydiyy = muju - V. (139)

Usando la Ec. (136]),

1 1
%u VW = — - V(nkT) 4 0(1) = =3, (nukT) + KTV - u+0(x).  (140)
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Por ultimo, si se usa la ecuacion de continuidad para reescribir el primer término,
%lu-Vuz = —u-VKT)+kTV-u+0(1). (141)
Volviendo a la Ec. (138)), queda
Su-VT+TV-u=0(1). (142)
Con esto, la version simplificada de las Ecs. es
V- (nu) =0,
V(nkT) + mn(u-V)u = 0(1), (143)
Su-VI+TV-u=0(1).

La mayor simplificacién es haber eliminado n de la tercera ecuacién y haber conseguido
que la ultima Ec. (143) sea lineal en u.
La aproximacién de orden cero de las ecuaciones de transporte corresponde a escribir

V- (nu) =0,

V(nkT) + mn(u-V)u =0, (144)

Su-VI+TV-u=0.

Estas ecuaciones son equivalentes a pedir la validez de las ecuaciones de conservacién para
el nimero de particulas, para el impulso y para la densidad de energia que resultan de las
densidades y corrientes asociadas s6lo a la distribuciéon de Maxwell-Boltzmann local, vy,

como tales, son s6lo aproximadas.

Las corrientes a primer orden en T

Hemos propuesto la descomposicion f = fy 4 6f. Hemos hecho la aproximacién de tiempo
de relajacion y hemos escrito 5f en términos de fo hasta orden t. Cuando el problema es

estacionario
5F(r,p) = —T 1% - Vio(r,p) + O(72) . (145)
Debido a la primera condicién (106]), la densidad de corriente de particulas es
j:Jd3pn£1f:Jd3p%fo:nu, (146)
y las funciones n y u satisfacen exactamente la ecuacién de continuidad

V- (nu) =0. (147)
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Puesto que 7t es proporcional a j, la densidad de impulso lineal también estad dada de

manera exacta s6lo por la contribucion de fo,

n:Jd3ppf:Jd3ppf0:mnu. (148)

Pero, a diferencia de la densidad de corriente de particulas, que estd determinada exacta-

mente por fy, el tensor de esfuerzos tiene contribuciones tanto de f, como de &f,
e = Jd3p % (fo + 6f) = @) 1 5O, (149)
donde
50 = J &p % 5¢. (150)

El asunto es calcular esta correcciéon a méas bajo orden en .

A partir de la expresion ((145)),

T PiPj 2
80 = ——0 | d®p = Epifo+ 0O ) 151
j - ‘J p = —Pifo+ (%) (151)

El problema se reduce entonces a evaluar la integral
dij1 = J d*p pipspr fo. (152)

Luego de hacer el cambio de variables que centra la gaussiana, descartando los términos

que se anulan trivialmente por simetria, obtenemos

Jin = J *p (MPuiujw + muipypy + mpiuypy + mpipywr) fo. (153)
Pero la integral de f, es igual a n y, ademas, segtin la Ec. (87),
J d*p pip; fo = nmkT&y;. (154)
Por lo tanto,
Jijn = MPuwmn + mAnkT (§uwi + Sy + dijw) - (155)
Finalmente,

80 = —1|9;(nkTuy) + i (nkTw;) + V - (nkTu)dy; + mal(uiujuln)] +0(t%).  (156)
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Esto puede simplificarse. La segunda Ec. (143) implica

05 (nKTuy) -+ 3 (KTuy) = —mn [ (- V) + 5 (- V) g | +nkT (diu; + dyu;) + O(1)

= —mnu - V(ugy) +nkT (0;u; + 95u) + O(7).
(157)
Por otro lado, usando la ecuacién de continuidad, el tltimo término en la Ec. (156) es
O (uyuyun) = nu - V(ugyy). (158)
La ecuacién de continuidad también implica
V- (nkTu) =nu- V(kT). (159)
Entonces, volviendo a la Ec. (156]), queda
50, = —Tn [u S V(KT)855 + KT (3 + ajui)] +0(). (160)

A su vez, la tercera Ec. (143]), permite eliminar VT en favor de V - u, con la tinica ventaja
reconocida de que asi es mads facil comparar con las férmulas del libro de Huang:

50y = TnKT | 3(V - sy — (duw; + dyui) | +O(¢2). (161)
El factor que acompafia al término (—0;u; — 9;14) es la viscosidad,
n = tnkT. (162)

Siu = 0, la correccién 60O al tensor de esfuerzos es nula hasta orden t. Introduciendo el

tensor identidad, I, y el tensor A con componentes
Aij = 0wy + 05y, (163)
(la notacién es levemente diferente a la de Huang) queda
50 :ka[%(Vu)I—A} +0(r?). (164)

Calculemos ahora la correccién a la corriente de energia cinética. Esto va a requerir

bastante mds trabajo. Por definicién,

2 2 2
. 3. PP .. PP 3. PP
= L L L
je Jdp > Jdp 5 O+Jdp > (165)

El primer término corresponde a la distribucién de Maxwell-Boltzmann local, Ec. (91)),

2

j(€01 — J d3p % %nfo = %nkTu + %mnuzu. (166)
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En la aproximacion de tiempo de relajacioén, el tltimo término de la expresion (|165)), escrito

en componentes, es

2
. T Pi P 2
§je]. = ——0 | d3p = Ep f . 1
85 c; ljdp 5 pifo + O(T?) (167)

Vamos a calcular una integral un poco mas complicada que la que necesitamos:
Jim = J d*p pipiprpi fo. (168)

Centrando la gaussiana y luego de descartar los términos que tienen un ntimero impar de

componentes de p,

jijhl = J d3p [mz (uiujphpl + W URP;PL + WiWP;Pr + WURPiPL + WWPiPh + uhulpipj>

+ m4uiujuhu1 + PinPhpl} 'Fo. (169)

La tinica integral nueva es la que corresponde al tltimo término,

= stp pPiPrp1 fo. (170)
Por simetria, esta integral es distinta de cero sélo si hay dos pares de indices iguales,
I = (8ij0n1 + 0indj1 + 81105n — 38450ind11) Lo + 8450induily, (171)
donde

Io = Jdap pipsfo, L= Jd3p p3 fo. (172)

27

En la Ec. (171)), separamos los casos “dos pares de indices iguales, pero distintos entre si
y “los cuatro indices iguales”. En la Ec. (172)), arbitrariamente elegimos los indices para
hacer mds simples las integrales angulares en coordenadas esféricas. Por simetria, lo tinico
que importa es que, en un caso, haya dos pares de indices iguales pero distintos entre si y,

en el otro caso, cuatro indices iguales. La primera integral es

I, = <J dQ cos’@ sin’0 COSZG> J dp p® fo. (173)
0

La integral angular es

:
4
JdQ cos®@ sin?0 cos’0 = HJ dx (x* —x*) = ]—7; (174)
~1
Por otro lado, para la integral en p, tenemos [ver la Ec. (67)]
o _ 15(mkT)?
®fo=———m. 1

L dp p°®fo P (175)
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Finalmente,
I = (mkT)*n. (176)

La integral I; se calcula de manera parecida:

I = Jd3p p3fo = (J dQ cos49) J dp p® fo = 3(mkT)?*n. (177)
0
Asi, luego de una cancelacién inesperada,

I = (040n1 + 6indj1 + 01105n) n(ka)z- (178)

Volviendo a la Ec. (169), resulta

Ji]’hl :m3 <uiu]~6m + uiuhéﬂ + uiuléjh + LLjLLh(Su + ujuléih + uhu161j>nkT

(179)
+ (8450n1 + dindj1 + 81105n) n(mkT)?* + m4uiu]’uhuln-
Para calcular [8j]; en la Ec. (167)), debemos contraer los indices j y h,
ju = jijjl = m3 <7uiu1 + uzéu)nkT + 5611T1(ka)2 + m4u2uiuln. (180)
Al final de todo queda
8jel; = —=——Ju + O(72)
Je i _2m3 17/l T
(181)
= —%61 [(7kT + mu?) nuw ] — ﬁai [mu*nkT +5n(kT)?] + O(7?) .
Podemos usar la ecuacién de continuidad para simplificar el primer término,
O [(7kT + mu?) nuyw ] = nu - V [(7kT + mu?) wi] . (182)
Luego,
Sje = —nu- V) [(7KT +mu) u] — —V[muinkT +5n(kT)?] +0(c).  (183)

Mediante las ecuaciones ([134)), esto puede simplificarse atin mds. Los pasos intermedios

no son muy interesantes. El resultado final es
0je =—1 [n(u V) (kTu) + nll(nkT)V(%kT + Imu?)| +0O(7?) . (184)

Si hubiéramos asumido que u = 0, los célculos habrfan sido mucho mas sencillos. El

enunciado de la guia sé6lo pide calcular dj. en ese caso,

2T
Sje = — (ST;nkl ) VT +0(7?), u

I
e

(185)
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En la Ec. (166|) esta el resultado de orden cero,
i = 3nkTu+ Imu’nu, (186)

que se anula cuando u = 0; de manera que hasta orden T resulta

je =30 + 8 = — (ST;:T) VT, u=0. (187)
El coeficiente que multiplica al gradiente de —T es la conductividad térmica,
K= ST;:T. (188)
Resumen de lo sucedido
Buscamos una solucién de la ecuacién de Maxwell-Boltzmann de la forma
f(r,p,t) = fo(r,p,t) + of(r, p, 1)
(189)

+ of(r, p, t).

B n(r,t) lp—mu(r, )
2amkT(r, t)]>? 2mkT(r, 1)

Bajo la aproximacion de tiempo de relajacion, la ecuacién de transporte de Boltzmann, sin

fueras externas, se escribe como

of p of
— X VYVf=—— 1
FTi - \4 - (190)
En régimen estacionario,
5t = —t 1 Vo + 0(7). (191)

Sobre &f impusimos tres condiciones,

Jd3p 5f =0, JdSppéf:O, Jd3p p2of =0. (192)

En general, debido a que el término de colisiones es proporcional 5f, estas condiciones
garantizan las leyes de conservacién del niimero de particulas, del impulso y de la energia,
respectivamente. Cuando 5f estd dada por la Ec. ([191]), las condiciones pueden leerse
como las ecuaciones de conservaciéon a mds bajo orden (aunque sabemos que la primera de

ellas es exacta):
.
Vv -jl0 =0,

V.00 =, (193)

| Vi =0,
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donde

j© = |&p Fho=muy,

@E?) = d3p % fo = leTéij + mnu;u;, (194)
. 2
.0) _ | 3. P P _5 1 2

Al reemplazar estas expresiones en las Ecs. ([193)), llegamos a las ecuaciones de orden cero

p

V- (nu) =0,

V(nkT) + mn(u-V)u =0, (195)

Su-VI+TV-u=0.
Por otro lado, cuando calculamos las correcciones a las corrientes, obtuvimos
5= |a3p Lsr=0
) ] P m )

6®ij = d3p % O0f = —1n |:u . V(kT)él) + kT (aiu]' + ajui)] + O(Tz) y (196)

. [P P 1
§je = “ d*p =T {n(u - V) (kTu) + n—l(nkT)V(%kT + %muz)] +0(7?).

Las ecuaciones de conservacién hasta orden T son las que resultan de desarrollar explicita-

mente hasta ese orden las siguientes expresiones:

V-j=V-[9+5] =0,
V-@=V-[0°+50] =0, (197)
Vije=V-[j+8j] =0.

Escritas por extenso, estas son las ecuaciones macroscopicas que deben satisfacer las fun-

ciones n, uy T. La tinica que es sencilla de tratar es la primera, que se lee como

V- (nu) =0, (198)
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y que, segtn dijimos harto, es exacta. Las otras dos ecuaciones son

V(nkT) + mn(u-Viu+ V- {ka[%(v u)l — /\] } = 0(1?),
(199)
Su-VI+TV-u—-V- {m [(u V) (kTu) + %v(ng + %muz)] } =0(7%),

donde Aj; = 045 + 0ju;. Esto quiere decir que en el orden siguiente de la aproximacién,
las Ecs. (195]) deben reemplazarse por estas otras:

(V- (nu) =0,

V(nkT) + mn(u- Vju+ V- {,ka [g(v W)l — /\} } —0, (200)

kT
Su-VI+TV-u—V- {m [(u V) (kTu) + —V (kT + %muz)} } =0.
L m
Un detalle esencial es que no hemos supuesto que T sea constante. Por el contrario, T es
habitualmente una funcién de n y T. Las tltimas dos ecuaciones dan muchisimo trabajo,
salvo cuando se asume que u = 0. Bajo tal supuesto, la ecuacién de conservacién para el

numero de particulas se satisface autométicamente. Las otras dos ecuaciones se reducen a

V(nT) =0,
(201)
V- (tTVT) =0.

En el siguiente problema, se resuelven estas ecuaciones para una situacién muy sencilla.
Para las ecuaciones generales, pueden consultar el capitulo 5 del libro de Huang; son las

pavorosas ecuaciones 5.96-5.98, junto con la larga lista de definiciones que las preceden.

m Problema 3

La situacién general es la siguiente: un gas estd en reposo, en régimen estacionario, sin
fuerzas externas y con una temperatura y una densidad levemente inhomogéneas. Usando
la aproximacién de equilibrio local y de tiempo de relajacién, encontrar las ecuaciones
que determinan la densidad de particulas y la temperatura. Deberd proponer una forma
explicita para T, basdndose en el modelo més simple de colisiones que pueda imaginar. En
particular, considere la situacion en la que el gas estd entre dos placas infinitas paralelas
separadas una distancia L. La temperatura de una de las placas es Ty y la de la otra placa
es T;. Sobre la primera placa la densidad es ny. Encontrar T y n como funciones de la

posiciéon. Comparar con la soluciéon que resulta de la simple interpolacién lineal.
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m Solucién. En cuanto a las ecuaciones que determinan n y T, las hemos escrito més arriba.

Las repetimos para tenerlas més a la vista,

V(nT) =0,
(202)
V- (tnT VT) =0.

Necesitamos una expresién para el tiempo de relajaciéon T. La aproximacién més simple
parte de la siguiente premisa: para que una particula del gas choque contra otra, deberd
recorrer una distancia tal que en el volumen que barra haya, en promedio, una particula.
Llamemos o al drea efectiva para el choque entre dos particulas, entonces, lo que estamos

proponiendo es que

1
VIO = —. 203
VIO - (203)

Aqui v es la magnitud tipica de la velocidad de las particulas. Como la energia media por

particula es

(e) = (Imv?) = 2kT, (204)

el valor tipico de v tiene que ser del orden de

v= /5. (205)
m
Luego,
Vvm
™m = . 206
oVKT 200
Con esto, la segunda Ec. (202) se lee como
v (VIVT)=0 = V2= (207)
Finalmente, las dos ecuaciones son
V(nT) =0,
(208)
V2T3/2 = 0.

En el caso de las dos placas infinitas paralelas, a temperaturas Ty y T;, buscamos una
solucién que sé6lo dependa de la coordenada normal a las placas. Supongamos que la placa
a temperatura Ty esté en el plano x = 0, y que la segunda placa esté en el plano x = L.

Proponemos soluciones de la forma

n(r) = n(x), T(r) =T(x). (209)
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Debe ser entonces
n(x)T(x) =ngTo, (210)

donde ny es la densidad sobre la primera placa. Por otro lado,

d? 2
@TE)/ (X) = O, (211)
con lo que resulta
T3/2(x) = T3/% + % (72 -137%). (212)

Equivalentemente,

3/2 2/3

T(x) = {1 +% [(%) - 1] } To. (213)
3/2 —2/3

n(x) = {1 +% [G—;) - 1] } no. (214)

Conviene adimensionalizar el problema, introduciendo una temperatura adimensional t,

una densidad adimensional v y una longitud adimensional s,
(215)

Entonces,

t(s) = {1 +s (t?/2—1)]2/3,

—2/3

(216)
v(s) = [1 +s (t?/z — 1)}

Para ver como se compara este perfil de temperaturas con el que se obtiene mediante la

simple interpolacién lineal, escribamos
ty =14+ At. (217)
Por lo tanto,
t(s) = {1 +s[(1 +At)3/2—1}}2/3. (218)
Expandiendo hasta orden At?, resulta

o= {14380 3ae]} < Ho— 1A
s) =T +s|5At+ At ~ 1+ sAt+ (s — s7)At". (219)
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La siguiente figura muestra la solucién exacta para la temperatura y la interpolacién lineal
para varios valores del cociente t; = T;/Ty. Aun para valores relativamente grandes, la

solucion exacta se aparta poco de la interpolacién lineal.

0.0 0.2 04 0.6 08 1.0 0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 0.0 02 04 06 08 1.0

I x

Correspondientes a estos perfiles de temperatura, estan los siguientes perfiles de densidad.

1.00
0.95 T
T = 1,5
0.90 0
0.85
n
ny 0.80
0.75
0.70
0.65
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
X
L

Problemas propuestos

e Aplicar la aproximacién de equilibrio local y de tiempo de relajacién hasta primer
orden para un gas bidimensional.

e Aplicar la aproximaciéon de equilibrio local y de tiempo de relajacién hasta primer

orden para un gas unidimensional.

e Encontrar el equivalente de las Ecs. (200) cuando el régimen no es estacionario y hay
fuerzas externas, siempre bajo la hipotesis de que V, - F = 0. Pueden hacer una cosa
por vez.



