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Guia 5: masa de Chandrasekhai’]

m Problema 7. Las enanas blancas son estrellas compuestas principalmente de helio a una
temperatura del orden de 107 K y a una densidad de unos 10'° kg/m?>. A esta temperatura,
los atomos de helio estan completamente ionizados. Cada nticleo de helio tiene una masa

de aproximadamente 4m,, donde m, es la masa del protén.

a) Mostrar que puede considerarse que el gas de electrones estd a temperatura cero, pero

es relativista.

b) Asumiendo que la estrella es homogénea, su energia potencial es E, = —3GM?/5R,
donde M y R son, respectivamente, la masa y el radio de la estrella. Calcular su ener-
gia cinética E. en funciéon de M y de R, despreciando la contribucién de los ntcleos y

aproximando la relacion de dispersion de los electrones a primer orden en m?,

2.3

e =+/(pc)? + m?c* ~ pc + mz; .

¢) En equilibrio, el radio toma el valor que minimiza la energia (;por qué?). Mostrar que
existe una masa limite M tal que, para M > M, no hay ningtn radio de equilibrio. Esa
masa se conoce como el limite de Chandrasekhar. Calcular M en unidades de la masa
solar, Mg &~ 2 x 10%° kg.

d) Mostrar que no existiria una masa limite si el gas de electrones fuera no relativista.

m Solucién. Lo primero que queremos mostrar, es que la temperatura de Fermi del gas de
electrones es mucho mayor que la temperatura de la estrella, de modo que los electrones
pueden ser tratados, en primera aproximacién, como un gas ideal de Fermi a temperatura
cero.

La masa de la estrella puede aproximarse por la masa de los nticleos de helio. Si la
densidad de la estrella es p, el nimero de ntcleos de helio por unidad de volumen sera
entonces

MNie = ) (1)

donde my. es la masa de los nucleos de helio, aproximadamente igual a cuatro veces la
masa del protén,

Mye = 4mp. (2)

En casi todas las férmulas que escribiremos, el signo igual deberd ser entendido como un

aproximadamente igual. Puesto que por cada ntcleo de helio hay dos electrones, el ntimero
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de electrones por unidad de volumen sera

n=2ny, = Z::L . (3)
p

El impulso de Fermi de los electrones estd dado por

N 4mg [P 4mg

% n

donde g = 2 es la degeneracién de espin. Despejando,

pr = (3—2)/ h 5)

Reemplazando los datos del problema, resulta
pr=4,7x1072*Kgms . (6)
Conviene escribir esto en electronvolts,
"%C ~ 0,88 MeV. (7)

Teniendo en cuenta que la masa de los electrones es de unos 0,5 MeV, para calcular la

energia de Fermi tendremos que usar la energia relativista

er = v/(mc2)2 + (ppc)? ~ 1 MeV. (8)
Esto da una temperatura de Fermi
sze—lszZx]OmK, 9)

mucho mayor que la temperatura de la estrella, que es del orden de los 107 K. En primera
aproximacioén, podremos tratar al gas de electrones como un gas ideal de Fermi a tempera-
tura cero. Lo que no podremos hacer es tratarlo como un gas de particulas no relativistas.
Tampoco podemos tratarlo como un gas de particulas ultrarrelativistas. El enunciado

sugiere usar como aproximacion

m2c3
Vv (me2)2 4 (pe)? ~ pe + e (10)
Usando esta aproximacién, la energia del gas de electrones es
4ngV [PF 5 m?c? ngV , m?c?
E. = d =2 . 11
h3 JO pp (p<:+ 7 s Pr\Pret = (11)

Comparando con la Ec. (4)), vemos que

3 2.3
E. = ZN (PFC + n;Fc ) ) (12)
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donde N es el namero total de electrones. Una vez fijada la masa de la estrella, el namero
de electrones queda determinado. Como el impulso de Fermi es funcién de la densidad,
tijado el niimero de electrones, pr y, por lo tanto, E., serdn una funciones del radio de la
estrella tiinicamente.

La energia total de la estrella es aproximadamente igual a la energia potencial gravita-

toria més la energia cinética del gas de electrones,

3GM?

E=—
5 R

+Ee. (13)

Ya notamos que E. s6lo depende del radio de la estrella, de manera que el tinico parametro
libre en esta ecuacién es R. Debido a que existe una relacién uno a uno entre el radio de la
estrella y el impulso de Fermi, conviene elegir pr como variable independiente. Mediante
la Ec. (4)), podemos escribir

3 2/3
VARELALIN R:< 5 ) NS (14)

~ 8mp3 427 Pr
Asi,
2/3
3(4V2n GM?2 3 m2c3
E(pp) = —= °N . 1
(Pr) 5( 3 ) RNT3PET (ch+ m) (15)

Introduciendo la variable adimensional

mc

y teniendo en cuenta que N = M/2m,,

2/3
AEX) |, \Eusn Gmy/*M2/3 ] an)
3N me2 5 15 he X’

Dependiendo del signo del coeficiente que multiplica a x, esta funcién puede o no tener un

minimo para x > 0, como muestra la figura. Si el coeficiente es positivo, la funcién tiene

2/3 ~1/2
x=|1- \ﬁ—ngﬂ Gy M7 (18)
N 5 15 hc '

La masa critica es el valor de M tal que la expresién dentro del corchete es nula,

5 15 ( he \*/?
MC_\/;1287t<Gm§) Me- (19)

un minimo en
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XX + —
X

o >0

<0

En términos de la masa la masa solar,

Mc
™ 1,7, (20)
lo que no esta tan lejos del valor calculado por medios mds precisos, que es

Mc

— ~ 1,44, 21

M@ ) ( )
Podria pensarse que para calcular un valor mds preciso de M¢ es necesario usar la

expresion relativista exacta para la energia de los electrones,

e(p) = v/(me?)2 + (pe)2. (22)

En realidad eso no hace ninguna diferencia. Queda como ejercicio demostrar esta afirma-
cién. Pero la pregunta mas importante que deberian hacerse es por qué el equilibrio esta
determinado por el minimo de la energia total.



