Fisica Teérica 3 — primer cuatrimestre de 2024

Condensado de Bose-Einstein en un campo gravitatorio]

El problema

(Pathria 7.10) Un gas de bosones de espin cero y masa m estd contenido en una caja en
forma de prima recto, de base cuadrada de lado L, y altura {. El eje vertical de la caja
coincide con la direccién de un campo gravitatorio uniforme de aceleraciéon g. Cuando

s 0
g =0, la temperatura critica es T,
a) Demostrar que este sistema tiene una transicién de fase a una temperatura critica
determinada por la ecuacion

V
N = o [63) = gs/ale™) |, 1)

donde x = 3mgt.

b) Demostrar que, si el campo es lo suficientemente débil, de modo que T, = TC(O), cxc(o) < 1

y [ocﬁ‘”]V 2 < 1, entonces la temperatura critica estd dada por

8\/7_'[ 1/2
T~ T+ - [p%mgt : 2
c { 9 (2) (B mgt] (2)
c) Demostrar que la energia es
) 5
E = m kT {z [97/2(2) — 97/2(26_“)] — OCQ5/2(Z€_OC)} . (3)

d) Demostrar que el calor especifico tiene una discontinuidad en la temperatura critica:

. Cv . Cv -~ 9&(%) (0) 1/2
i (SF) = tim () = A (B mot] 7, )

Formulas tiles

Las funciones g(z) no son infinitamente diferenciables en z = 1. Por lo tanto, no se

puede hacer ahi un desarrollo de Taylor (Pathria, Apéndice D). Cuando v no es entero,

_ X (_1\k
gy (o) = 0=V 5 ERp gar, (5)

Si v es entero positivo, el desarrollo tiene una forma distinta:

(e—oc)—ﬂ El_lo o OCV_1—|— i (_1)k C(V—k)OCk (6)
v T v=1) PR Kl '

k=1 k=0
k#v—1

*zanellaj@df.uba.ar
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Solucion

Para saber si puede haber condensado en el limite termodinamico, lo primero que hay
que determinar es si el nimero de particulas en los niveles excitados estd acotado cuando
z — 17. Elijjamos coordenadas cartesianas de modo que la base de la caja esté en el
plano xy. Convendrd llamar u a la tercera coordenada, para no interferir con la fugacidad.

Usando la aproximacién semiclasica, el nimero de particulas en los niveles excitados es

1 (s [ s 1
N.(z) = ﬁjd de T

1 L L ¢ 1 (7)
:—3jd3pJ de dyJ du 5 .
h 0 0 0 1 P
z exp[ﬁ (——I—mgu)} —1
2m

Antes de avanzar, conviene hacer un cambio de variables que extraiga la dependencia con

mg fuera de la integral. Definiendo
w = pmgu, (8)

e integrando lo que es inmediato integrar, resulta

L2¢ x 1
Nolz) = 5 | @ [ aw : , 9)
ho 0 _ P
z! eXp(B— +w) —1
2m
donde
x = Bmgl. (10)

Este es el pardmetro pequefio del problema. La integral en los impulsos puede hacerse por
comparacion con el problema usual del gas en la caja. En el problema del gas en una caja

sin gravedad,

1 [ 1 1
@Jd P iopram 7 — a3 922 (11)

Comparando con la expresion (9), resulta

N.(z) = ]__Zg J“ du (ze™™) (12)
\Z) =534 . 93,2 .
Si definimos la variable
s =ze ", (13)

queda

(14)
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Ahora bien,

gv(z)

. gv1(2). (15)

(De aqui les viene el nombre de funciones polilogaritmicas). Entonces,

N.(z) = L—ze[ (2) — gs/2(ze ™) | (16)
e\Z) =334 9s/2 9s/2 .
También podriamos haber hecho primero la integral en w, que se escribe en términos
de un logaritmo,

L%¢ « 1
N.(z) = ﬂ‘[d%J dw

2

0 z! exp(ﬁBi +w) —1
2m

F @b [los(1 — zepramens) —tag (1 —zepran)].

T ha
Aqui podemos reconocer las mismas integrales que aparecen al calcular el logaritmo de la
funcién de particion:
1
~h3
Asi, la Ec. se lee como

1
Jd3p log<1 —ze_5p2/2m> = }\—395/2(2)- (18)

L2¢

Ne(z) = m

[95/2(2) —gs,2(ze” %) ] (19)

Que es el mismo resultado de antes.

Aun hay una tercera alternativa, para los fanéticos de la funcién densidad de estados.
Consiste en usar como variables de integraciéon € y u, o € y p, y dejar escrita una integral
de la forma

j:o de gle)f(e), (20)

donde g(€) es la densidad de estados. El ejercicio es instructivo y se recomienda, pero no
es la forma maés sencilla de resolver la integral. Estd hecho al final de todo.
Es importante notar que el limite termodindmico en este problema se obtiene haciendo

tender L y N a infinito, manteniendo finito el niimero de particulas por unidad de &rea,

N

Iz (21)
La altura de la caja debe permanecer finita, de otro modo no tendria sentido asumir que
Bmgl < 1. El problema del gas en una caja de altura infinita debe tratarse de una manera
por completo distinta. Dicho esto, definiremos V = L%{. Sigue siendo cierto que N/V se

mantiene finito en el limite termodindmico.
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La cuestién ahora es ver si el ntimero de particulas en los estados excitados,

\%

Ne(z) = m

[95/2(2) —gs/2(ze™%) ]» (22)
estd acotado cuando z — 17. Es fAcil verificar que N.(z) es una funcién creciente,

Vv
ZA3

N!(z) =

e

[93/2(2) — 93/2(267“)} > 0. (23)

Siz=0,N.=0.5iz— 1, N, tiende a un valor finito,

\% _
N (T) =7\3—[95/2(1)—95/2(€ “)}- (24)
o
Entonces, llegamos a la conclusion de que este sistema va a tener una transicion de fase.
La condicién critica se encuentra igualando el nimero de particulas al nimero méaximo de

particulas en los estados excitados,

= {%{ [95/2(1) —gs/2(e” %) } } - (25)

Esto define una curva critica en el plano vT. Si mantenemos fija la densidad, obtenemos
una condicién para la temperatura critica,

\%

x \Y
A= N [95/2(1)—95/2(6 °)} =

N,

[C(%) —gs/2(e” %) . (26)

No podemos resolver explicitamente esta ecuacion, porque la temperatura critica aparece
en el miembro de la derecha como argumento de una de las funciones g .

Se trata de analizar la condicién critica en el caso «. < 1, es decir, cuando los efectos
del campo gravitatorio son pequefios. Para eso, usaremos el desarrollo de las funciones

gv(e %) cuando v no es entero:

r-v, v K)ok, (27)

gv(ei(x) (X] v

Este desarrollo permite obtener una buena aproximacién para o < 1. Si v = 2,

N

gs/2(e” %) 2 T(=3) /2 +0(3) = ¢(3) . (28)

Aqui T'(—3) = %/ Si sustituimos esta expresion en la Ec. (26), queda

\% 4\/_
A =3 a2 . 29
Cuando g = 0, recuperamos la condicién critica del gas en la caja,
AT = Ye(3). (30)

N
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Entonces, podemos reescribir la Ec. (29) como

—-2/3
T |, 4&7T i,
b 1 3 e .
T 3¢(3)

(31)

. . _ 1/2
Cuando g — 0, T, tiende a T, Luego, para g suficientemente pequeiia, o2~ [ocﬁo)} /2,

Por hipétesis, [ocgo)} /2 « 1. Entonces, seré cierto que «!/? < 1. Por lo tanto, podremos

expandir el segundo miembro de la Ec. hasta primer orden en o2
Te 8\/m
T gy 8V (32)
T 9¢(3)

Pero el propio «/? va a ser igual a [océo)} /2 mas correcciones de orden «!”’. Entonces,

1/2
hasta orden [océo)} /

4

Te 8/ 1/2 8/ 1/2
—= =1+ [V =14+ < [B%mgt] "~ 33
o eyl o2 (3) 1B mat (33)

La siguiente correccion es de orden g. La temperatura critica es mayor comparada con la

del gas en la caja sin gravedad, lo que resulta intuitivo. Pero ;cuél es la explicacién?

La energia

La energia del gas es

LZ ¢ 1 pZ
E= s J d3pJ du 5 (ﬂ + mgu) . (34)
0 z=! exp{B(p +mgu>} —1

2m
Mediante las mismas identificaciones que hicimos antes, es facil ver que

L2¢ 3 (" Cw * —w
E:ka {EL dw gs,2(ze )+JO dwwgs/s(ze )] : (35)

w

La primera integral se resuelve mediante el cambio de variables s = ze™",

o . z () .
J dw gs/2(ze ™) = J ds 95/; =g7/2(2) — 97,2 (ze™ ). (36)
0 ze &

La segunda integral puede resolverse por partes,

- 1o
+J dw 95/2(Z€_W)
0 0

o8
J dwwgs a(ze™) = —wgs,a(ze ™)
0

= —&gs,2(ze %) + g7/2(z) — g7/2(ze"%).

Finalmente,

E= %c kT {; [97/2(2) —9g7/2(ze” %) | — 0‘95/2(16_“)} : (38)
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Para verificar que esto tiende al limite esperado cuando o — 0, expandamos el término

entre llaves,

5

flo) = 5 [97/2(2) —g7/2(ze %) | — ags/2(ze” ). (39)

Evaluada en & =0, f(«) es cero. Su primera derivada es

i 5 / 3
f'(0) = 5297/2(2) — g5/2(2) = 595/2(2). (40)
Entonces, hasta orden lineal en «,
3
fla) = zocg5/2(z) +... (41)

Volviendo a la Ec. (38), recuperamos la expresion prevista,

3V

E=2—
273

kT 95/2(Z). (42)

Notar que el desarrollo de Taylor alrededor de & = 0 s6lo es vélido si z < 1. En otro caso
hay que usar el desarrollo (27).

El calor especifico

Por debajo de la temperatura critica, la fugacidad es igual a uno. Entonces, la energia es

E= %@ KT {; [C(%) - 97/2(6_“)] - 0‘95/2(6_“)} ° (43)

Usando la expansién de las funciones g (e~*) alrededor de o« = 0, resulta

E= o k{500) -3 [(@) - i@ e 5 @] —ale® - @) ol |

(44)
1 3 1
= VT {zc(g) - oc] .
Hasta este orden en la aproximacion,
Cv S5E V
e 2k Tl (45)

Cuando T — T_, podemos evaluar el tltimo término en la temperatura critica del gas sin

gravedad,
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El valor de la energia cuando T — T_ estd dado por
Vv 3 sy 1. .3
E— 5kl {EC(E) —2¢(3) “c] : (47)
Si quisiéramos ser rigurosos en exceso, aqui tendriamos que reemplazar . por ol y Te
por su desarrollo (33)). Nos conviene dejar escrita la energia en esta forma.
Por encima de la temperatura critica,

V 5
E= 3 KT {z [97/2(2) —9g7/2(ze” %) | — “95/2(26_“)} : (48)

Es facil ver que, cuando T — T, la energia tiende al mismo valor que calculamos del
otro lado de la transicién, Ec. . Para calcular el calor especifico debemos derivar la

expresion (48) teniendo en cuenta que z es una funcién de la temperatura:

Cv_7E  V TZ[5
k  2kT Ao« z

5 [95/2(1) — 95/2(26_“)} — 0693/2(26_“)}

2
(49)
V|3 — —
~ 53 |795/2(ze7%) + g 2(ze7) |
Para evaluar z’, partimos de la ecuacién que determina la fugacidad, Ec. (22,
V —x
= g [95/2(2) — gs/2(ze )]- (50)

Derivando implicitamente esta ecuacion respecto de T con N y V constantes, y luego de

algunas simplificaciones triviales,

Tz'
z

5

0=3|9s5/2(2z) — 95/2(267“)} +

2 [93/2(2) - 93/2(267"‘)} —agsa(ze” ). (51)

Entonces,

T_Z/ _ ogs3/2(ze %) — % [QS/Z(Z) o 95/2(26_“)} ] (52)
z 93/2(z) — g3/2(ze™ %)

Si reemplazamos este resultado en la Ec. (49), obtenemos el calor especifico por encima de
la temperatura critica. No vale mucho la pena hacer ese reemplazo.

Para analizar el calor especifico en el limite T — T, tenemos que evaluar la expre-
sion (49) en z = 1y desarrollar alrededor de « = 0. Empecemos por el término Tz'/T, que
es el que tenemos mds a la vista. Luego de evaluarlo en z = 1y de aplicar el desarrollo (27)

hasta la primera correccién no nula,

T_Z/ N_i 3) 51/2
(%), =avmas (53
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Cuando «. — 0, z’ — 0, que es el resultado usual. En efecto, para el gas en d dimensiones,

con relacién de dispersion e(p) = ap™,
(54)

donde v = d/n. En el caso usual, v = %; la funcién g;,2(z) diverge cuando z — 17, de
forma que z’ — 0.
Por otro lado, volviendo a la Ec. y expandiendo la expresion dentro de las llaves

gs/2(1) — 95/2(67%)} — ®.g3/2(e ) ~ —C(%) (55)

NG

Finalmente, el término entre corchetes en la segunda linea de la Ec. (49)) es

3 3
595/2(67%) + O(ng/z(ei(xc) ~ EC(%) — EC(%) K. (56)

Reuniendo todos estos resultados, cuando T — T,

C 7 (E \% 3 3 V|3 1
i) e @ e e e 5 [Fed - e
(57)

Un punto discutible es haber conservado la expresiéon exacta de A.. Lo cierto es que no
se estd cometiendo ningun error. Veremos que conviene esperar hasta dltimo momento
antes de aproximar A.. Hasta este orden en la aproximacion, en el segundo término de la

expresion (57)), podemos usar la relacién usual para el gas en la caja,

¥ ¢(3) =N. (58)
Asi, cuando T — T},
Cv 7(EY 9IN¢(3)al? 3V
S T(E) el e 3V )
k2 \kT), 8/ 2A3
Ademas, la Ec. implica
) =2(3) +ola) (60)
kT). T2\ ‘

Finalmente,

3) [l
T3,



CONDENSACION DE BOSE-EINSTEIN EN UN CAMPO GRAVITATORIO. 9

Comparando con la expresiéon para el calor especifico a la izquierda de la temperatura

critica, notamos que hay una discontinuidad:

A= lim (C—V>— lim (C_V> :9C(%)

T-T- \ k ToTH Lk 8\/7_1[

Es curioso que aparezca nuevamente la misma combinacién de constantes que en la expre-

ol%] 2y O(al®). (62)

si6n para la temperatura,

Y= ~ 0,6. (63)

Algunos graficos

Primero, la temperatura critica calculada exactamente, comparada con la aproximacion (33)).
Notar que el origen del eje vertical estd en T./ T =1.

1.7 -

i exacto

1.6

L 1 L L L 1 L L L 1 L L L 1 L L L 1 ac
0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

La discontinuidad en el calor especifico calculada exactamente, comparada con la aproxi-
macion ((62)).

exacto
1.5

1.0

0.5
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El calor especifico calculado exactamente como funcién de la temperatura para distintos

valores de %, En linea de trazos, el caso g=0.

3.5

N|—=

3.0

1 TC
0.5 1.0 1.5 20 T

La fraccién de particulas en el condensado, por debajo de la temperatura critica, calculada

exactamente como funcién de la temperatura para distintos valores de ol

1.0
0.8
0.6
No
N 04
0.2
T
T

Algunos nimeros

Hemos visto que para un gas ideal de bosones cuyas particulas tuvieran la misma masa
que los atomos de He* y su misma densidad a presion atmosférica y temperatura proxima
a cero, la temperatura critica es del orden de 3 K. Supongamos que el condensado esté en
un recipiente ctibico de un milimetro de lado. Entonces, en el campo de gravedad en la

superficie terrestre,

«® ~ 1,6 x 107°. (64)
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SiT ~1K, lo que se consigue subir la temperatura critica es del orden de un mK. El salto

en el calor especifico (medido en unidades de k) es

Ax2x1073. (65)

Esto debe compararse con el calor especifico predicho para un gas ideal en la temperatura

critica y sin gravedad,

cv  15¢(3)
—=— ~ 1,93. (66)
ko 42(3)
De modo que
A -3
ks 107°. (67)

Mas alternativas

Puesto que el problema requiere que calculemos tanto el nimero de particulas como la
energia, antes resolvimos dos integrales, una para cada magnitud. Pero no es el tnico
camino. Podriamos ahorrarnos una integral si calculdramos directamente el logaritmo de
la funcién de particion. Seria una sola integral y después el resto, meras derivadas.

El logaritmo de la funcién de particién es

2
log Z = —log(1 —z) —%Jcﬁpjd% log{1 —zexp[—ﬁ (;—m +mgu)}}

2 o8 2
= —log(1—2) —%Jd%ﬁ) dw log{1 —zexp {—B (21)71 +w)} }

La integral en el impulso es la misma que ya hemos calculado para el problema del gas en

(68)

una caja sin gravedad. Podemos usar el resultado:

1 av2/am 1
~ i | @ tos (1 ze ) = g, (69)
Entonces,
L2¢ [« .
log Z = —log(1 —z)+m ; dw gs/2(ze™™). (70)

Esta integral puede resolverse mediante el cambio de variables s = ze™,

X z S
J dw gs,2(ze™™) :J ds 95/§( ) = [97/2(2) — gy/z(ze_“)]. (71)
0 ze
Finalmente,
logZ = —log(1 —z) + L [97 2(z) — g7/2(ze %) } (72)
Ao P /
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Para calcular el namero de particulas y la energia s6lo queda derivar el logaritmo de la
funcién de particion. El nimero de particulas es

dlogZ  z V

oz 11—z W« [95/2(2) — gs/2(ze”%) }» (73)

=z

que, para los niveles excitados, da el mismo resultado que obtuvimos en la Ec. (16). Por
otro lado,

_alogZ 5V

E= 0B _sz(ka[97/2(2)_97/2(267“)}

s kT gs/2(ze™ ™)

v 5 (74)
= m kT {z [97/2(1) - 97/2(26_“)] — 0695/2(26_“)} ,

que coincide con la expresion (38)) que habiamos encontrado antes.

La incivil densidad de estados

Nos hemos visto en la necesidad de resolver integrales de la forma

Anl2 [ (¢ 2
[= ::3 JO dp JO du pzf(sz1 + mgu) : (75)

Debido a que la funcién f sélo depende de la energia, no pareciera ser una muy mala es-
trategia hacer un cambio de variables en donde una de las nuevas variables sea, justamente,
la energia. Es posible hacer eso, pero lo que se gana en elegancia se pierde en simplicidad.
El precio reducir el problema a una sola integral en la energia es tener que trabajar con
funciones definidas por tramos.

El objetivo es que las integrales de la forma se escriban como

I:JOO de g(e)f(e), (76)
0

donde g(e) es la llamada densidad de estados. Primero conviene definir w = mgu y
x = p?/2m. Entonces,

2tV

[=——
h3€0

(2m)3/2 JOO dxro dw v f(x +w), (77)
0 0

donde €, = mg{. El cambio de variables
q=w, E=X+W (78)

tiene jacobiano igual a uno. La variable €, que es la energia, varia entre cero e infinito. La
variable q parte de cero, pero su valor maximo depende de €. Debido a que x > 0, debe
ser € — q > 0. Pero ademds, q < €. Esto significa que q < min(eo, €). La figura muestra
las regiones de integracién en cada plano. En el plano wx la region tiene forma de banda.

En el plano qe, es una banda trunca.
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X €A _
1
1
€ >€p ::
1
1
1
il ccccocososssosososoooos 2
,/
€ <€y :'.'

Y
Y

En la figura de la izquierda, los segmentos diagonales corresponden a un valor constante de
€. Cuando € < €y, la coordenada w varia entre 0 y e. Cuando € > €, w varia entre 0 y €.

En definitiva,

o0

0 min(€ep,€)
(2m)3/2J deJ dq e —q f(q) :J de g(e)f(e), (79)

0 0 0

2tV

1=
h3€0

donde la densidad de estados es

min(eg,€) AtV

3/2 — _
(2m) Jo dq Ve 3hdeg

B 21V
N h3€o

g(e) (2m)3/2 [63/2—@(6—60)(€—€0)3/2 . (80)

En la siguiente figura se muestra la densidad de estados para € = J (en unidades
arbitrarias). El grafico logaritmico de la derecha es maés ilustrativo. La linea de trazos

corresponde a la densidad usual, proporcional a /€.
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Veamos como se calcula el nimero de particulas usando la densidad de estados:

N.= | de gle) g

0 Z71€B€ —1

4ntvV [ e3/? ®  (e—eo)??
_ ATV 32 J d —_J de L&~ €)™

3}1360( ™) Lo € Tebe ] . € 7 Tebe 1

r 3/2 3/2 (81)

4V * € *° €
st [

3h3€0( m) o de z—leBe _ 1 0 de z—leBleter) —

AV = X372 0 32

- (2m)3/? J A _J A

g e P { o T e o1y Trera )

donde « = Beo = Bmgl. Estas integrales son, salvo un factor F(%)q, las funciones gs,2,

\%

= g [95/2(2) — gs/2(ze” %) ] (82)

Si bien no es terriblemente complicado, integrar usando la densidad de estados no re-
sulta muy conveniente en este problema. Introducir una densidad de estados puede servir
para demostrar ciertos resultados generales, como el que vimos cuando estudiamos el

paramagnetismo de Pauli. No siempre es el método mds eficaz para resolver las integrales.

Mas acerca de la densidad de estados

Antes calculamos la densidad de estados cambiando explicitamente de variables. Una de
las nuevas variables fue la energia y resolvimos la integral en la variable “irrelevante”, con
el efecto de que al final de todo qued6 una sola integral en la energia. Este proceso puede,
no diré simplificarse en el caso general, pero si sistematizarse. No es necesario hacer el
cambio de variables de manera explicita.

Definamos el volumen I'(e) como el volumen en el espacio de fase de la regién definida

por la ecuacién
H(r,p) <e. (83)

Es decir,

_ 3.1 43
I'(e) = (Jd rJd p)H(r,pKe. (84)

No es dificil convencerse y, en todo caso, pueden consultar algtn libro, que la densidad de
estados es

gle) = 5T'(e). (85)
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En el problema de la particula en la caja en un potencial gravitatorio uniforme,

I'e) = (J dngdSp)ﬁ . (86)
7 +mgu<e

Sobre la coordenada u hay dos restricciones: u tiene que ser menor o igual que ¢, la altura
de la caja, y mgu < €. Esto es,

u < min <€, i) . (87)
mg

Fijado u, la regién de integracion en el impulso queda determinada por

p?
o < € — mgu, (88)

lo que define una esfera de radio (2m)'/?(e — mgu)'/2. Entonces,

4 min(@,mi)
I'e) = ?T[(Zm)yzl_zj " du (e — mgu)3/?
0
, e/ — (e —mgl)®/?, simgl < €;
— 8_7[(2m)3/2L_ (89)
15 mg
e/ si mgl > e.

Sﬂ(zm)3/2L_2

_om 5/2 _ _ 5/2
=15 — [e O(e — mgl) (e — mgl) ]

Por lo tanto, la densidad de estados es

(2m)3/2L_2
h3mg

1 4
gle) = —T"(e) = 5

[e3/2 —©(e —mgt)(e —mgl)*/?]. (90)
En acuerdo con el resultado (80)), via la identificacion mg{ = €,. Si se estdn preguntando
por qué no apareci6 una delta de Dirac al derivar la funcién escaldn, la respuesta es que
esa delta si apareci6, pero multiplicada por una funcién que se anula alli donde la delta es

distinta de cero:
§(e —mgl)(e —mgl)>/? = 0. (91)

La densidad de estados no se necesita para los problemas de las guias, lo que no quiere
decir que no se use en mecanica estadistica. En otras materias, como Estructura 2, la
densidad de estados tiene un rol fundamental, de modo que no es enteramente inttil que

vean de qué se trata, aunque no vayamos a darle uso en nuestras practicas.



