Fisica Teérica 3 — primer cuatrimestre de 2024

Clase practica del 5/6

Modelo de Ising en una dimensién. Método de la matriz de transferencia.

Problema 1. (Huang §14.6, Pathria y Beale §13.2). En una dimensioén, el modelo de Ising
puede ser resuelto exactamente mediante el método de la matriz de transferencia. Considere
una cadena cerrada de N espines. Si se definen b = BuB, K = 3] y sn41 = s1, la funcién

de particién es

N
YAN (b, K) = Z exp [Z (bSi + K51$i+1 )] . (1)

S1,...,SN::|:1 i=1

a) Muestre que Zn = Tr(q"), donde q es la matriz de 2 x 2 con elementos

b
ss’ :exp[z (s+s’)+Kss/} === (2)

b) Muestre que la funcién de particién puede escribirse como Zy = AY + AN donde

Ay = eX <coshb + \/sinh2 b + e—4'<) (3)
son los autovalores de la matriz q.
.
c) Muestre que ]\}1_1(}1100 w log Zn = logA .

d) Derivando adecuadamente la funcién de particién, encuentre la magnetizaciéon media

por espin y estudie el limite N — oo.

e) Muestre que no hay magnetizacién espontdnea cuando B — 0" en el limite N — oo, a

menos que T = 0.

Solucién. Consideremos una cadena lineal, cerrada, de N espines, con acoplamientos a

primeros vecinos y en un campo externo. El hamiltoniano es

N N
H({s}) = —] Z SiSi+1 — uB Z Si. (4)

i=1 i=1
Usamos la notacién {s} = {s1,...,sn}. Por simplicidad, supondremos que p > 0. Puesto

que la cadena es cerrada, el Gltimo término en la primera suma debe interpretarse como

SNSN+1 = Snst1. Cuando el sistema estd a temperatura T, el factor de Boltzmann es

N N
e*BH({S}) — exp (K Z SiSi+] + b Z Si) ) (5)

i=1 i=1
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donde K = 3] y b = BuB. La probabilidad de una configuracién determinada es

1 1 N N
P({s}) = =—e PHISH = _— oxp| K SiSiy1 + b si |, 6
(s = 5 Rl OICLRELDY (6)

donde la funcién de particién estd dada por

N N
Zn(K,b) =) exp (KZ Sisip1+b ) si) : (7)
(s} i=1 i=1
Hay muchas maneras de calcular Zy. El método més simple es el de la matriz de
transferencia. Ademads, este método puede extenderse a muchos otros problemas que serian
dificiles de resolver por métodos combinatorios directos. La idea es escribir el término
general de la suma que aparece en Zyn como un producto de elementos de cierta matriz.
Haremos esto en dos pasos: primero mostraremos cudl es es la idea del método, pero
obtendremos una matriz de transferencia un poco inconveniente. Luego veremos cémo
una modificacién trivial nos conduce a una matriz de transferencia méds adecuada.

Empecemos escribiendo el factor de Boltzmann por extenso:

e—ﬁH({S}) — eKS]Sz ebS] eK3253eb52 .. eKSN,]SNebSN,1 eKSN S1 ebSN. (8)

Kss’ ,bs

Puede pensarse que cada término de la forma e"*S e”* es el elemento de matriz my,s de

cierta matriz m,

Mg = GKSSIebS. (9)

Los indices s y s’ en lugar de tomar los valores 1 y 2, toman los valores 1 y —1, pero
y g y y p

eso no representa una diferencia esencial. Uno puede numerar arbitrariamente las filas y

columnas de una matriz. Explicitamente, usando la notacién 1=-1,
My My eK+b  o—K+b
m = = . (10)
mi; My e b ek?

Volviendo a la Ec. (§),

e BHUsH — My, Meyss + oo Mgy sy Msys - (11)
Entonces,
In = Z M5, Msyss - - - My g5 Masys; = Tr(mM) . (12)
S1yeenrSN
La traza de mN es
Tr(m™) =AM +AY, (13)

donde A; y A, son los autovalores de m. Aqui uno podria dar por resuelto el problema.
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Todo esto funciona. El problema de calcular la funcién de particién se reduce al
problema de calcular los dos autovalores de una matriz de 2 x 2. Pero la matriz m tiene
un inconveniente: no es simétrica. En otro tipo de célculos, o si considerdsemos la cadena
con extremos abiertos, serfa necesario conocer los elementos de m"™, y no sélo su traza. La
potencia N-ésima de una matriz se calcula més facilmente cuando la matriz es simétrica.

Para ver como solucionar esto, escribamos una vez mas el factor de Boltzmann,

e—BH({s}) — eKs1szebs1 eK3253ebsz eK8384ebS3 . eKst1ebsN. (14)

El factor %152 es simétrico en s; y s,. El problema es que, al construir ms,,, definimos
_ _Ksysy ,bs
mS1$2 =€ ! Ze ]) (]‘5)

lo que rompe la simetria. Si hubiéramos definido

Mg, = eKs1szeb(s1+sz), (16)
habriamos obtenido un primer factor simétrico en s; y s,, pero resultaria imposible que el

factor siguiente fuera simétrico y de la misma forma,
eKSZSSQb(SZ+S3), (17)

bs>

porque el término e”*? ya ha ido a parar al primer factor. Tenemos que hacer un reparto

equitativo. La solucién es escribir ((14]) como

e—ﬁH({S}) — eKslsze%b(Sﬁ-Sz) eKszsse%b(SZﬂLSs) L eKSNsle%b(SNﬂLSﬂ. (18)

Ahora la matriz de transferencia es simétrica.

Existe una forma mads sistemdtica de llegar a este resultado y que puede servir en
problemas mas dificiles. Lo esencial es observar que podriamos haber desarrollado el
factor de Boltzmann empezando desde el otro extremo de la cadena. Es decir, tenemos dos

alternativas: leer la cadena de izquierda a derecha o leerla de derecha a izquierda,

efBH({s}) — eKs1szebs1 eK5233ebsz eKS3S4eb53 L eKst1 ebSN,
(19)
efBH({s}) — eKstN,1 ebsN eKqusN,zebsN,] L eKSzS1 ebsz eKs1sN ebs1 .
Multiplicando estas dos expresiones,
_ 2
[6 BH({S})} — eZKs1szeb(s1+sz) eZK3253eb(sz+53) L eZKst1 eb(s1+sN). (20)

Si ahora tomamos la raiz cuadrada, obtenemos nuevamente la expresion (|18). Este método
funciona para simetrizar la matriz de transferencia siempre que la cadena tenga simetria

de reflexién. Para ver por qué funciona, supongamos que hemos podido escribir el factor
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de Boltzmann como un producto de elementos de cierta matriz,
e PHISH — oM,y onr Mgy sy Meys;- (21)

Si la cadena es simétrica, entonces también deber ser cierto que
e—BH((s))

= Msysnt Msnrsnez =+ Msysy Msysye (22)

Multiplicando los dos desarrollos,

o 2
|:€ BH({S})] = (ms152mszs1) (mszssmsssz) <o (mquSNmSNSN—l) (mSNS1mS‘SN) ) (23)
Luego,
B 1/2 1/2 'z e
. BH({s)) _ (ms]szmszm) / (m5253m53sz) / (msN_1stSNSN—1) (mst1ms1sN) / .
(24)
Definiendo
1/2
(qss’ = (msg’ms/s) / ) (25)
queda
—BH
e PHsH = Qsys29s2s3 -+« GsnorsnGsnsy (26)

donde, evidentemente, ( es simétrica.

Con la Ec. a la vista, definimos la matriz de transferencia (, que tiene elementos

R L) (21)
En forma matricial,
eK+b oK
q= (28)
oK Kb
Definiendo, a su vez,
X = eK) Y= eb) (29)
resulta
xy x!
q= . (30)
x 1 xy!

En términos de la matriz de transferencia, la probabilidad de una configuracién {s} es

1
P({S}) = Z sis29s2s3 ++« Asn_1sn snsty (31)
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con
Zn =Tr(qY) =AY + AN, (32)

donde A y A_ son los autovalores de la matriz . Asi, todo el problema ha quedado
reducido a resolver una ecuacién cuadrdtica para los autovalores de una matriz simétrica

de 2 x 2. La ecuacién caracteristica es
M—xy+y )A+x*—x2=0. (33)

Las soluciones son

:
Ae=5 {x (Y+y ) Y2 y+y ) =4 (x> —x2)
: (34)
=X y——i_yq + y——yq +x4
2 2
Pero x = eX e y = e®, de modo que, finalmente,
Ay =eX (COShb + V/sinh? b + e_4K) . (35)

Recordemos que K = 3]. Si ] > 0, es facil demostrar que los dos autovalores son positivos.
Pero no estd dicho que ] deba ser positiva. Si | es negativa, A_ puede ser negativo. Eso no
es un problema en si mismo.

Una de las magnitudes fundamentales que uno esté interesado en calcular es la magne-

tizacion por espin,

(m)n = 1 (s)n - (36)

Para la cadena cerrada, es indiferente calcular el valor medio de cualquier espin. Para la
cadena abierta, existen efectos de borde, entonces hay que hacer un promedio sobre los

valores medios de todos los espines:

(m)y =

Z (i) (37)

En cualquier caso, lo que es inmediato calcular es, precisamente, esa suma. Puesto que

Z|=

ZN(K,b) — Z eKs1sz+...+Kst1 eb(s1+...+sN)) (38)
{s}

el valor medio de la suma de los espines es

A dlog Zn
D_fsihn ="y (39)

i=1
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Concentrémonos en el caso de la cadena cerrada. La funcién de particion es

Zn(K,b) = AN + AN, (40)
Luego,
1 0 1 OA OA_
S S—— b\ NN\ | R 0 ) e S ) B it 41
SIn =N ) op M A5 7\§+7\E(+ b " o (41)
A partir de la Ec. ,
OAL oK [ sinhb 4+ sinhb coshb
ob V/sinh? b + e—4K
K o3 h
— e sinhb (i coshb + \/sinh2 b+ e—4K) (42)
V/sinh? b 4 e—4K
inh
_ sinh b A
\/sinh2 b 4 e 4K
Entonces,
AN — AN sinh b
(sh = ( = —> : (43)
" AV + AN ) /sinh? b + e—4K

Importa calcular el limite de este valor medio cuando N — oo. Este limite va a
depender de cudl de los dos autovalores es mayor en valor absoluto. Si K > 0, es claro
que A. >A_ >0.5i K <0, yano es tan claro que A, > |A_|, pero pueden demostrar que
sigue siendo cierto. Esto significa que

(s) = Tim (s) sinh b

= . (44)
N—oo N \/sinh2 b+ e 4K

El siguiente limite que queremos considerar es el limite de esta expresién cuando B — 0*.
Hay que analizar por separado el caso T = 0. Si T =0y ] > 0, teniendo en cuenta que
b = BuB y que hemos asumido que p > 0,

inh b
lim (s) = lim o — signo B. (45)
T—0 T—0 \/sinhz b + e—4K

Si ahora tomamos el limite B — 07,
(s) =1. (46)

Esto quiere decir que en T = 0 el sistema tiene magnetizaciéon espontdnea. El resultado no

es muy sorprendente, porque si | > 0, el estado con todos los espines alineados es el que
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tiene menor energfa. En cambio, si ] < 0, cuando T =0,

Gohb signo B, si u/B| > 2[]|;
lim (s) = lim —— = (47)
- =0 \/sinh? b + e—K 0, si p/B| < 2]]Jl.

En todo caso, si ahora tomamos el limite B — 0", encontramos que
(s) — 0. (48)

Lo que tampoco deberia resultar sorprendente, puesto que, si ] < 0, el estado de minima
energia es aquel que tiene espines alternados.
Veamos ahora qué pasa cuando T > 0 y tomamos el limite B — 0" en la expresién (44)).

El resultado es un poco decepcionante:
sinh b

li = i = 0. 49
50" o B0t V/sinh? b 4 e—4K (49)

Esto significa que no hay magnetizaciéon espontanea. El sistema de la cadena lineal no tiene
una transicién de fase.

Para terminar, escribamos la energia libre por espin en el limite N — oo,

. F 1 T 1 N ;| \N
- = g () = g [ (0020 (%)

Debido a que A, > |A_], el limite estd dominado por A™,
. F ] N AN : AN
—p3 ]\}linoo N~ ]\}gnoo N log {7\+ (1 + ﬁ)] =logA, + 1\}gnoologo + E)

= logA,.

(51)

m Problema 5: Correlaciones 2. En el problema 1 calculamos el valor medio de la mag-
netizacién tomando una derivada adecuada del logaritmo de la funcién de particién. En
el problema 4 hicimos algo parecido para calcular los valores de expectacién (sisi4j) para

una cadena abierta sin campo. El problema ahora es calcular la funcién de correlacion
G, i47) = (sisi45) — (s1) (S145) (52)

para una cadena cerrada y con campo. Las estrategias que usamos en los otros proble-
mas ahora no funcionan. La idea es calcular valores medios directamente a partir de la

distribucién de probabilidades.

a) Para empezar, demuestre que el valor medio de s; es

1
(s1) = m;ﬁ (qN)ShS] . (53)
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b) Para poder hacer la suma, necesitara los elementos de matriz de q~. Si los autovectores

normalizados correspondientes a A, y A_ son u y v, demuestre que
q* = A  uu+ Ak vy (54)

El objeto AB, llamado diada, frecuente en mecénica clasica y en electromagnetismo,

tiene el siguiente significado operacional:
a-(AB) =(a-A)B, (AB)-b=A(B-b). (55)

La ventaja de usar diadas, es que no es necesario introducir la matriz que diagonaliza

a la matriz de transferencia (.

c) Como se trata de vectores ortonormales en el plano, u y v deben poder escribirse como

u = (cos @, sin @) y v = (sin @, — cos ¢). Demuestre que cot 2¢ = e** sinh b.

d) Reuniendo todos estos resultados, calcule el valor medio explicitamente y verifique
que se obtiene el resultado del problema 1.

e) Del mismo modo, calcule el valor medio (s1sn) y G(i,1+]).
f) Muestre que, cuando N — oo,

j
G(i,i+j) =sin?2¢ (;—> ) (56)
+

g) Encuentre la longitud de correlacién como funcién de K y b.

m Solucién. La distribucién de probabilidad de los N espines es

P({S}) — ZL eK(s1sz+...+st1)eb(s1+...+sN). (57)
N
i1 /
Introduciendo la matriz de transferencia q, con componentes s = e<* 722675 queda
q p q q
1
P({S}) = Z Qsis;9s2s3 + - snoysnGsnste (58>
Explicitamente, la matriz q es
eK+b oK
q= (59)
oK gK-b
Conviene definir x = eX e y = e®, de modo que
xy x|
q= . (60)
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La idea del problema es no usar el resultado del problema 1 para calcular valores

medios, sino la definicién directa en términos probabilisticos:

:
(8i8j...5¢) = Z $i8j...sk P({s}) = 7n Z SiSj .+ Sk UsysyUsyss -« Asn_ysndsnsy  (61)
{s} {s}

Por ejemplo, para calcular el valor medio del primer espin, debemos escribir
1
(s1) :Z;S1q5152q5253"’q5N1SNqSN51‘ (62)

Podemos hacer de manera inmediata todas las sumas salvo la suma sobre s7,
N
<S]> - ZZS] (q )5151 * (63)

Cuando calculamos la funcién de particién en el problema 1, lo tinico que necesitamos
encontrar fueron los autovalores de la matriz q. Ahora eso es insuficiente. Es necesario
conocer las componentes diagonales de la matriz q™.

Recordemos que los autovalores de la matriz q son

AL =e" <coshb + V/sinh? b + e_4K> . (64)

Supongamos que los autovectores normalizados son u y v. La matriz q puede escribirse

en notacion de diadas como
q=A;uu+A_vv. (65)

Para demostrar que esto es cierto, es suficiente mostrar que este operador aplicado sobre

dos vectores linealmente independientes da los resultados correctos. En particular,
g-u=A,uu-u)+A_v(v-u)=A,u, (66)

y del mismo modo ¢ - v = A_v. De forma que el operador (65)) es, en efecto, la matriz de
transferencia de partida. Ahora bien, esta manera de escribir q tiene la ventaja de que es

muy facil calcular sus potencias. Por ejemplo,
g-q=A uu+A_vv)- (A uu+A_wv)
=AM uu-uwu+ A A [u(u-viv+vv-uu] + A2v(v- vy (67)
= A uu+ A2 vy,
En general,
q“ =2 uu+ AR vy, (68)

No es necesario introducir la matriz que diagonaliza q.
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Entonces, tenemos una forma de calcular qN. Lo que nos falta averiguar son los
autovectores u y v. Empecemos escribiendo las ecuaciones que determinan los autovectores

sin normalizar. Llamémoslos V.. Fijando la primera componente igual a 1,
Vi =(1,a4), (69)
debe ser
Xy — A +oax . (70)

Esto implica

xr =x Ay —xy) = ek [eK (coshb + \/sinh2 b+ e*‘”() — eKeb}
(71)

— —e*Xsinhb + \/1 + (e2Ksinh b)?.
Los autovectores sin normalizar son
vV, = (1,—zi \/1+7) (72)
donde
z = e**sinhb. (73)

Debido a que u y v son vectores ortonormales en el plano, tiene que ser posible escribirlos

en términos de cierto dngulo ¢,
u = (cos @, sin @), v = (sin @, —cos @). (74)
Los autovectores sin normalizar son suficientes para calcular la tangente de ¢, porque sélo

depende del cociente de las componentes,

1
tan @ = oy = R (75)

Es decir,
tan @ = —z+ /14 22 (76)

A partir de aqui podria avanzarse din dificultad. Sin embargo, es posible encontrar una

relacién mas sencilla entre ¢ y z. Si despejamos z de la ecuacién anterior,

1 —tan? @
= ° 77
2tan @ (77)
Ahora bien, la tangente del angulo doble estd dada por
tan 2x = _Ztanx (78)

1 —tan?x’
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Luego,
z = cot 2¢, (79)
lo que resulta notablemente maés sencillo que la Ec. ([76).
Volvamos a la Ec. (63)),
1
(s1) =72 si(a),,- (80)
s1
La suma sobre s; es
Z S (qN)S1S1 = (A} cos® @ + AN sin? @) — (AN sin® @ + AN cos® @)
) (81)
= (AT — 7\5) cos2@.
Finalmente,
AN — AN
<S]> = ()\]EW) COSZ(P. (82)
Para compararlo con el resultado del problema 1, escribamos
cos2¢ — cot 2@ _ e’Xsinh b _ sinh b ‘ (3)
\/1 + cot? 2¢ \/1 + e*Ksinh? b \/sinh2 b+ e 4K
En el problema 1 habiamos obtenido
AN — AN sinh b
)= (v - (549)
+ - \/sinh2 b4 eK
En verdad, ambos resultados coinciden.
Esto fue s6lo una preparacién para calcular G(i,1 +j),
G(i,1+4j) = (sisij) — (s1) (Si4) - (85)
Debido a que la cadena tiene invariancia de traslacion, basta con calcular
G(1,n) = (s18n) — (s)”. (86)
Antes ya hemos calculado (s). Lo que queda por resolver es
1
(s18n) = In Z S10s1s2 4+« AsnasnSnlspspir -+ Qsnsye (87)

S15Sn
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Excepto las sumas sobre s; y sy, las otras sumas son inmediatas:

1
<515T1> = Z Z S1 (qnil)msn Sn (qunJr])sns] ° (88)

Usando el resultado (68)),

<S]Sn> = ZL Z $1Sn (7\1_] uu + 7\T_L_1 W)S1Sn (}\T—n—H uu + AE—n—H W)

$1,Sn

$18n

= Z S1Sn{}\4]:1 [(uu)s1sn]2 +A§ [(W)Swn]z

ZN $1,S
(89)
)\ n—1 )\_ n—1
+ AN (Ai) + AR (7\—) ](uu)mn(w)51sn}
- +
‘I 7\+ n—1 A, n—1
:Z (AE‘F)\T)COSZZ(P—I- AN (?\_) +7\E (7\—) sin® 2@ p .
- +
Luego,
AN AN A A | sin?2¢
Li+j) = |1- (s~ 2 M) AN . (90
G(i,i+]) [1 (7\§+7\§> cos” 2@ + |AD (7\) + +<}\+ AN AN (90)
Cuando N — oo,
A j
G(i,i+]j) = sin®2¢ ()\—) . (91)
+

Para comparar con el resultado del problema 4, consideremos el caso en el que el campo

externo es nulo,

cot2¢ = e* sinhb=0 = ¢ =1m, (92)

y, ademas,
A =e (1£e %) (93)

Entonces,
i = tanh K. (94)

La funcién de correlacion es

G(i,i+j) = (tanhK) = e /&, (95)
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donde

£ — 1
~ log(cothK)’

Si resolvieron el problema 4, veran que llegamos al mismo resultado.
En general, si K > 0,

ko= ()] -

Intuitivamente, uno deberia esperar que un campo externo de magnitud creciente borre las
correlaciones entre los espines, porque el acoplamiento entre espines en algtin momento
se volverd despreciable frente al acoplamiento entre los espines y el campo. La longitud
de correlaciéon debe disminuir al aumentar el campo externo. En todo caso, la longitud de
correlacion deberia aumentar con K. La figura muestra el grafico de (K, b) en funcién de

K para distintos valores de b. Notar que las dos escalas son logaritmicas.

10% 0
1000
1073
100
g
1
1 2
’

Para lo que no tengo una explicacién intuitiva es para el hecho de que la longitud de
correlacién, para campo externo no nulo, no aumente indefinidamente al aumentar K.

En todo lo anterior, hemos asumido que K > 0. Si K < 0, el autovalor A_ puede ser
negativo. Entonces es necesario modificar la definicion de la longitud de correlacién para

= e 22)] o

contemplar este caso:



