Fisica Teérica 3 — segundo cuatrimestre de 2024

Guia 5 — DErecTOS DE FRENKELF]

m 3. Defectos de Frenkel. Una red cristalina estd formada por N dtomos de la misma
especie. Si se extraen n dtomos de sus lugares en la red y se los coloca en posiciones intersti-
ciales, se obtienen n defectos de tipo Frenkel. El ntimero N’ de posiciones intersticiales en la
red es del mismo orden de magnitud que N. Si W > 0 es la energia necesaria para producir
un defecto, encuentre el ntimero de defectos como funcién de la temperatura. En particular,
muestre que si e PV < 1, entonces n ~ vNN’e PW/2 Resuelva este problema en los tres
ensambles. En el ensamble microcanénico, asuma que todos los niimeros involucrados son
mucho mayores que uno. En el ensamble canénico, asuma, ademds, que el logaritmo de la

funcién de particion,
log Z zlog[ZQ(E)eﬁE}, (1)
E

puede aproximarse por el logaritmo del méximo término de la suma. En el ensamble gran

canoénico, note que el valor medio del nimero de 4tomos tiene que ser igual a N.
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Ensamble microcanénico

El niimero de particulas est4 fijo y es igual a N. La energia del sistema, que también estd

tija, depende del ntiimero de defectos. Si hay n defectos, la energia es
E=nW. (2)

Para calcular la entropia en el ensamble microcanénico, es necesario encontrar primero el

namero Q(E) de microestados en donde hay n defectos. Luego,

S(E) = klog Q(E). (3)
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Para encontrar QO(E), se puede razonar asi: hay (E) maneras de elegir las n particulas
PR /
que abandonan sus sitios en la red y, a su vez, hay otras (" ) maneras en las que esas n

particulas pueden distribuirse en los N’ sitios intersticiales. Entonces, el niimero total de

- ()(2)

Gréficamente, debemos contar de cudntas formas se pueden distribuir los n sitios vacios

microestados es

en las N casillas de la figura de la izquierda y de cuantas formas se pueden distribuir los

n sitios ocupados en las N’ casillas de la figura de la derecha.

(ON NN O] (©) (0|0 (@) o (@)

sitios en la red sitios intersticiales

En definitiva, la entropia estd dada por

w0 () )

donde n = E/W. Introduzcamos la variable intensiva

X = N) (6)

que representa la fraccién de defectos relativa al nimero de sitios de la red. Conviene

considerar que la entropia es funcién de esta variable,

s =t () ()] = (21 (1) "

Si N > 1, los valores admisibles de x se distribuyen densamente en el intervalo [0, 1].
Podemos extender la definiciéon de la entropia para cualquier x en ese intervalo. De
esta manera, la entropia puede tratarse como una funcién continua y derivable. Esto es
suficiente para poder calcular las derivadas de la entropia respecto de x.

Para obtener una expresién mds manejable, supondremos que todos los ntimeros in-

volucrados son mucho mayores que uno y usaremos la aproximacién de Stirling:
logn! ~nlogn —n. (8)
Aplicada a los logaritmos de los niimeros binomiales, esto implica
N
log( > =log N! —log(xN)! —log[(1T — x)N]!
xN
~ NlogN — N — xNlogxN +xN — (1 —x)Nlog(1 —x)N + (1 —x)N (9

= —N|[xlogx + (1 —x)log(1 —x)].
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En términos de la funcién
f(x) = —xlogx — (1 —x) log(1 — x), (10)
tenemos
N
1 ~ Nf(x). 11
o8 ) = M) (1)
Introduzcamos el pardmetro
N
A= W) (12)

entonces, de manera similar,

N’ N/ N
log(n) = log()\XN/> ~ N’f(Ax) = Xf(?\x). (13)

Finalmente, tratando estas aproximaciones con carécter de igualdad,
1
S(x) =Nk [f(x) + Xf()\x)} . (14)

Siempre es importante aislar la dependencia con el tamafio del sistema. Evidentemente,
si uno mantiene fijas las fracciones x y A, que son por naturaleza variables intensivas, la
entropia es una funcién extensiva respecto de N.

Puesto que lo que buscamos es una relacién entre el ntiimero de defectos y la tempera-

tura, debemos escribir la ecuacién que relaciona la energia con la temperatura,

1 19S 1 2S

KT~ KOE ~ NkWax' (15)
La ultima derivada es
1 90S(x) o ,
donde
1—x
! =1 . 1
fx) = tog (1) (17)
Asi,
1 0S(x) 1—x T—Ax) (1T—x)(1 —Ax)
Nk ox 10%(—X ) +10g( . ) = log[ o2 } . (18)
Volviendo a la Ec. (15]), queda
(1T—x)(1 —Ax)
BW = log{ - ] . (19)
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Equivalentemente,
AxZ = (1—x)(1 —Ax)e PW. (20)

Esta es una ecuacién cuadréatica para x. La solucién nos permitira escribir x como funcién
de B. Si e PV « 1, es decir, en el régimen de bajas temperaturas, x serd un nimero
mucho menor que 1. En el limite W — oo, la fraccién de defectos serd estrictamente cero.
Podemos usar esto para calcular x de manera aproximada. Escribamos la ecuacién anterior

como una ecuacién de punto fijo,
e—BW/2
VA

La solucién de orden cero es xo = 0. Entonces, la solucién de orden uno en la recursion es

X = \/(1 —x)(1T —Ax)

(21)

e BW/2  —BW/2

X1 = \/(1 —Xo)“ —)\Xo) \/X = \/X . (22)

La solucién de orden dos esta dada por

x2 = /(1 —x1)(1 —Ax7) e P = \/(1 — % eBW/Z) (1 — \/X€*5W/2> e PWs2

VA VA
(23)
—pw)2
~Jipepw A pwp €T
% %
Si expandimos en potencias de y = e PW, resulta,
T+A

Xy = l%(1—7 1%) (24)

Los mismos resultados deberian obtenerse luego de resolver la cuadratica y expan-

dir en potencias de y. En efecto, escrita por extenso, la cuadratica (20)) es
AT—y)x* +(1+A)xy —y =0. (25)

Luego,

1

Debemos tomar la solucién con signo positivo, debido a que x tiene que ser mayor o igual
que cero. Es facil ver que esa solucién es, al mismo tiempo, menor o igual que el minimo

entre uno y A~! (;por qué?). Expandamos la raiz cuadrada alrededor de y =0,

\/(1 —N2y2 + 4Ny =2/ M\y [1 + 4 g;\)zy] +... (27)
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Entonces,

1

B (1—2A)?

~ JY({_THA Y
VA 2 VA )’

que es el resultado que obtuvimos antes.
Un tercer método, con mejor control del orden de la aproximacion que el primero y més
sencillo que el segundo, consiste en proponer una solucién que sea una serie de potencias

en la variable y'/2,

X=Ccoy/y+ciy+... (29)

El siguiente término deberia ser proporcional a y3/2. Reemplazando en el miembro de la

izquierda de la Ec. y escribiendo explicitamente s6lo los términos de hasta orden y3/2,
Alcovy +ciy)? = A (cdy + 2cociy®? +...). (30)

El mismo reemplazo en el miembro de la derecha de la Ec. da
(1 —covy—ciy) (1 — Aoy — 7\c1y>y =y—co(1+ Ay ?+... (31)

La comparacion de las Ecs. y implica

Co = )

5

_T+A

O

y de aqui se obtiene el mismo resultado que antes,

_ Yy _T+A o Jy(;_T1£AJy
x—\/; g3\ y+...~ )\<] 3 VE (33)

El primer método, que es una forma recursiva de obtener la solucién, es el mds facil de
implementar numéricamente, pero tiene la desventaja de que no esté claro hasta qué orden
es vélida la aproximacion. Por ejemplo, expandiendo la expresion (23) hasta orden y3/2,

o Jy 1+Ay 1 y\3/2

El dltimo término es incorrecto. La expansion de la solucién exacta muestra que

_Jy T+Ay 1 2\ (Y32 2
x_\/; TX+§(]+6)‘+}‘)(X) +0(y?). (35)
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El segundo método es el mds trabajoso. Ademds, si resolvemos exactamente la cua-
dratica no se ve la necesidad de hacer ninguna aproximacién. Quisiéramos encontrar la
expresion aproximada sin tener que resolver la cuadratica. El tercer método es sistemético
en el orden de la aproximacién. El valor de estos comentarios depende del contexto. Si
tienen una computadora, no les cuesta nada resolver la cuadrética, graficar la solucién
y encontrar la expresion aproximada hasta un orden arbitrario. Pero aun si tienen una
computadora, son pocas las ecuaciones que pueden resolverse exactamente, de manera
que es fundamental saber que existen métodos que prescinden de tales soluciones.

En conclusién, cuando e PW « 1, la fraccion de defectos es

Nl
X \/g: \/We_ﬁw/z. (36)

Esta fraccién es mds relevante que el nimero de defectos en si mismo, que es
n=xN~ VNN/e PW/2, (37)

Cuando la temperatura es tan baja que n ~ 1, la solucién deja de ser aplicable.
Si A =1, la solucién toma una forma muy simple. Esto se ve directamente de la Ec. (20)),

X = ﬂ (38)
T+
La figura compara la solucién exacta junto con las aproximaciones de orden y'/? y orden y.
by vy
1.0
0.8
VY
0.6 1+ \/g
0.4}
0.2 \/-g -y
— " Ny
0.005 0.010 0.050 0.100 0.500 1

Ensamble canoénico

En este problema, la promesa de que el ensamble canénico simplifica los célculos no se
cumple. Aunque cambia el contexto, vamos a ver que los calculos son los mismos.

No hay una forma obvia de organizar la suma sobre estados de modo que la funcién
de particion se factorice. Recurriendo a su expresion en términos de la multiplicidad de

estados, la funcién de particién es

Z= ; Qe PE=)" (:) (1:]1) e PWn, (39)

n
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La solucién que han encontrado fisicos y mateméticos para escribir el resultado de esta
suma consiste en asignarle un nombre a la funcién asi definida. Esta solucién es insatisfac-
toria, pero los nombres son muy creativos. Aceptamos sin gran violencia que Z es cierta

funcién hipergeométrica emparentada con los polinomios de Legendre,

Z=,F(—N,—N’;1;e PW). (40)
Cuando N = N/,
_awn N 1+ e BW

Nos encontramos, asi, por primera vez, con el caso de una suma intratable. Lo de
intratable es una apreciacion subjetiva. Los que sean diestros en la manipulacién de
funciones hipergeométricas no veran en la expresion (40) nada problemaético.

En la Ec. (39), no hemos escrito los limites de la sumatoria. En principio, n podria
barrer todos los enteros. Los ntimeros binomiales se van a anular cuando n sea negativo o
mayor que N o N'. Esto se puede aprovechar muchas veces para manipular los indices de
las sumatorias sin tener que preocuparnos por transformar los limites. Pero, si queremos
evaluar la suma numéricamente en una computadora, esos limites deben escribirse. Para

ser explicitos,

min{N,N’}

TR )

n=0

La siguiente figura muestra el grafico del término general de la suma para el caso
N =N’y W = 1. Se hatomado N =10, N =20y N = 100. Las curvas estdn normalizadas

segun los dos ejes, y . se ha tratado como una variable continua.

1.0
0.8
0.6
0.4

0.2

0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

Claramente, hay un término dominante, o, mejor dicho, un intervalo de términos domi-

nantes. Esto lleva a introducir la siguiente aproximacion.
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Aproximaciéon del término maximo

Al principio esta aproximacioén les parecera insensata. En primer lugar, no estamos direc-

tamente interesados en la funcién de particion, sino en su logaritmo,
min {N,N'}
' NY /N’
logZ =1lo e PWnl 43
g g T;) ( n) ( n) (43)

O, mejor adn, en esta cantidad dividida por N. Debido a que tenemos pensado tomar el
limite termodindmico, debemos construir cantidades que, eventualmente, sean intensivas.
Lo que haremos serd aproximar el logaritmo de la suma por el logaritmo del maximo

término en la suma. En general, eso no tiene mucho sentido. La expresién
log(T4+2+...4+100) =~ 8.5 (44)

no esta bien aproximada por log 100 ~ 4.6.
Introduzcamos de nuevo la variable x = n/N y el pardmetro A = N/N’, y escribamos

Z= Z o(x), (45)
donde
N N’
— —BWxN 4
o(x) (XN) (}\XN,>6 . (46)
La aproximacién que estamos proponiendo es
log Z ~ logmax 0(x) = maxlog o(x). (47)

Después daremos la justificacién. Tienen derecho a declarar su incredulidad
La figura muestra la funcién log o(x) para tres valores de N, con N = N’y W = 1.

Notar que todas las curvas estdn normalizadas segun el eje vertical.

logo(x) O
max log o(x)

05/

| | | I | X

0.2 0.4 06 0 1.0

-0.5}

1oy 100

20
-15}
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Si N > 1, los valores admisibles de x estardn distribuidos densamente en el intervalo [0, 1],
de manera que tiene sentido considerar a o(x) como una funcién definida en todo ese
intervalo, tal como hicimos antes con la funcién S(x) en el ensamble microcanénico. Para
buscar los puntos criticos de log o(x), podremos usar entonces las herramientas habituales
del calculo diferencial. Asumiendo que todos los nimeros involucrados son mucho mayo-
res que uno, segun la Ec. de la seccion anterior, la aproximacion de Stirling aplicada a

log o(x) implica
log o(x) ~ Ng(x), (48)

con

gx) = () + 3 F) — BWx, (19)

donde f(x) es la misma funcion de la seccién anterior,
f(x) = —xlogx — (1 —x) log(1 — x). (50)

Siempre es muy importante aislar la dependencia con el tamafio del sistema, como estd
hecho en la Ec. (48). La funcién g s6lo contiene parametros y variables intensivos.

A partir de ahora tomaremos el signo aproximado en la Ec. (48)) con caracter de igual-
dad. Podemos cuantificar el error en la aproximacion de Stirling, y sabemos que tiende
a cero cuando los ntimeros involucrados tienden a infinito. El problema no es la aproxi-
macioén de Stirling, sino la aproximacion (47).

Para encontrar los puntos criticos, debemos estudiar las derivadas de g(x):

o'06) = tog () 1o (1) - B,

" . 1 1 o 1 1 1
9"(x) T x(1=%x) x(1=Ax) T (1 —x+ 1 —?\x) '

Haber graficado antes la funcién log o(x) es haber hecho un poco de trampa. En un parcial

(51)

no van a tener una computadora para graficarla. Asi que veamos todo lo que podemos
extraer de las expresiones de g y de sus derivadas. Por definicién, x es mayor o igual que
cero y menor o igual que el minimo entre 1 y A~'. Esto significa que g”(x) es siempre
negativa en ese intervalo. La funcién g’(x) debe ser, entonces, monétona decreciente.
Puesto que hay una completa simetria entre N y N’, podemos suponer que A > 1, de
modo que x < A~" < 1. Cuando x — 07, g’(x) tiende a més infinito. En cambio, cuando
x — A~ por izquierda, g’(x) tiende a menos infinito. No queda otra alternativa mas que la
funcion g’(x) se anule en un tnico punto del intervalo (0,A~"). Ese es el punto critico que
estamos buscando. Ademads, ya que al atravesar ese punto critico g’(x) pasa de ser mayor

que cero a ser menor que cero, el punto critico es un maximo de g(x).
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Entonces, supongamos que x* es la solucién con sentido fisico de la ecuacién g’(x) =0,
que, en vista de la primera Ec. (51]), puede escribirse como

Ax? = (1—x)(1 —Ax)e BW, (52)

El andlisis del parrafo anterior nos exime de tener que demostrar que x* existe y que
corresponde a un maximo, lo que seria bastante laborioso de hacer a través de la solucién
explicita de la cuadrética. Sin proponérnoslo, estamos encontrando los mismos cédlculos
que tuvimos que hacer en el ensamble microcanénico. Primero, la aproximacién de Stirling
de los nimeros binomiales, y ahora, la misma cuadrética de la Ec. .

En resumen, la aproximacién para el logaritmo de Z es
log Z ~ maxlog o(x) = Ng(x*). (53)

Notemos que, debido a que el término general de la suma en la Ec. (43]) es proporcional
a la probabilidad, el significado de x* es el de ser el valor méas probable de la fraccién de
defectos.

Conviene ser mds explicitos en cuanto a las dependencias con 3. La funcién o depende
de B a través del término —NpBWx en la Ec. (49). Y, a su vez, x* depende de f3, porque es la
solucién de una ecuacién cuadratica que depende de 3 paramétricamente. Entonces, seria
mas apropiado escribir

log Z(B) ~ Ng(x"(B), B). (54)

Para calcular el niimero medio de defectos, debemos calcular el valor medio de x, lo que
es equivalente a calcular el valor medio de la energia, ya que E = xNW. Tenemos

1 1 dlog Z(B)

O =w =W op (55)
Tienen que prestar atencion a esto. La derivada de Z respecto de f3 es
10logZ(B) _ 3g(x*(B),B) g, , ox*(B) 99, .
Qe 2B 20GIBLE) _ 39 (), p) PIB) 4 39 (epyp). o

Pero, por construccién, la derivada de g(x, 3) respecto de x se anula en x*, de modo que

10l0gZ(B) _ 39

NT =B (X*(B)) B) = —Wx"(B). (57)

Esto nos evita calcular la derivada de x* respecto de 3. En definitiva,
(x) >~ x*(B). (58)

Es natural que, en esta aproximacién, el valor medio de x sea igual al valor mds probable,
porque es el tnico valor que hemos tenido en cuenta para calcular el logaritmo de la

funcién de particién. Cualquier otro resultado hubiera sido sospechoso.
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No necesitamos repetir el andlisis que hicimos en el ensamble microcanénico para
calcular x*, porque x* es soluciéon de la misma cuadrética que apareci6 al tratar el problema
en ese ensamble. Lo que si requiere una justificacion es la aproximacién que nos llevé a
escribir que el logaritmo de Z puede reemplazarse por el logaritmo del méximo término

de la suma.

La justificaciéon del método del término maximd]

Por un lado, tenemos que
log Z = log Z o(x). (59)

El ntimero de términos en la suma es igual al minimo entre N y N’ (mds uno). Por hipétesis,

N y N’ son del mismo orden de magnitud. Por otro lado,
log o(x) = Ng(x), (60)
donde

g(x) =f(x)+ %f(?\x) — BWx. (61)

En la Ec. (60), hemos escrito el signo de igualdad, aunque esta expresién se deduce a
partir de la aproximacién de Stirling. La aproximacion de Stirling es asintéticamente vélida
cuando N, N’ — oo, de modo que podemos tomarnos la licencia de reemplazar el signo
aproximado por el igual, con las mismas limitaciones que en la aproximacién de Stirling.
Es decir, no podemos afirmar que o(x) ~ eN9().

La observacion crucial es que g(x), restringida al intervalo [0, 1], es una funcién con-
tinua, estd acotada y el orden de magnitud de los valores que toma es, a lo sumo, igual
al orden de magnitud de BW. Esto quiere decir que, si BW no toma valores extremos, el
orden de magnitud de log o(x) serd igual aproximadamente igual al orden de magnitud

de N. Y lo mismo sera valido para el méximo valor de log 0. Es decir,
log o(x*) = Ng(x*) ~ N. (62)

Evidentemente, como la suma tiene al menos N términos (mds uno) y hemos de-

mostrado que el término general de la suma alcanza un maximo en x = x*,
o(x) < Y o(x) < No(x). (63)
X

Con la Ec. a la vista, si tomamos el logaritmo de la expresién anterior,

log o(x*) < log Z < log N + log o(x*). (64)

pueden encontrar una explicaciéon mas detallada.


http://materias.df.uba.ar/ft3a2024c2/files/2024/09/FT3_2024_2c_Metodo_del_termino_maximo.pdf
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Dividiendo por N,

1 1 1 1
_ ) < < — — ).
Nlogcr(x)\NlogZ\NlogN+Nlog0(x) (65)
Pero
] * *
ﬁlogo(x ) = g(x¥). (66)
Entonces,
(x") < 2 log Z < - log N + g(x*) (67)
gix \N og \N og gix ).

Si consideramos el limite N — oo, obtenemos una igualdad:

1
lim N log Z = g(x*). (68)

N—o00

Esto es lo que justifica que, para N >> 1, escribamos
log Z ~ Ng(x*). (69)

Al mismo tiempo hemos demostrado que, cuando N — oo, log Z es una magnitud extensiva
y que el limite termodindmico esta bien definido.

La aproximacién es vdlida para el logaritmo de Z, pero no para Z. No podemos
asegurar que Z ~ eN9*"). Hemos sido tan poco restrictivos en las cotas, que lo maximo
que podemos decir acerca de Z es que

o(x*) < Z < No(x*). (70)

No hay ninguna razén para afirmar, entonces, que Z ~ o(x*). Si N = 10?3, el argumento
2 . . . . L, . 23
s6lo nos permite decir que la incerteza relativa en el valor de Z serd igual a 10°°. Esto no
significa que, en la prdctica, la aproximacion falle en un factor de este orden, sino que las
cotas que encontramos no nos permiten decir nada mejor que eso.
El otro punto importante para recordar es como se calcula el valor medio de la energia
bajo la aproximacién del término maximo. Repitamos el argumento de un modo un poco

mas general. La aproximacién nos permite concluir que
log Z ~ log o(x*) = Ng(x*), (71)
donde x* es el maximo global de g(x). Que g alcance su maximo global en x* implica
9'(x") =0, (72)

salvo casos excepcionales en los que el maximo sea alcanzado en algtin extremo del in-

tervalo. En general, esta ecuaciéon depende paramétricamente de (3, porque g depende
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paramétricamente de (3. Por lo tanto, x* es, en realidad, una funcién de f3,

X" =x*(B), (73)
y deberiamos escribir
log Z(B) ~ Ng(x*(B), B). (74)
El valor medio de la energia estd dado por
~ dlogZ(B) ., 09(x*(B),B) . [3g,.. ox*(B) | 9g
(E) = — =5~ NTE il = N | S (B), B) g + 55 (' (B),B)| - (75)
Por construccién, la derivada de g respecto de x evaluada en x* es cero, de modo que
dag
(E) = aB( “(B),B)- (76)

Ensamble gran canénico

Hay al menos tres maneras de pensar este sistema en el ensamble gran canénico:

e Como un sistema en si mismo, formado por los N sitios de la red y los N’ sitios

intersticiales.

e Como un sistema compuesto, formado por dos subsistemas. Por un lado, los N
sitios de la red; por el otro, los N’ sitios intersticiales. Los dos subsistemas estdn en

equilibrio termodindmico y en equilibrio quimico.

e Como un sistema compuesto, formado por N 4+ N’ subsistemas. Los N sitios de la red

y los N’ sitios intersticiales considerados individualmente.

Evidentemente, hay otras alternativas. Por ejemplo, el sistema puede tratarse como un
sistema compuesto por dos subsistemas, los sitios de la red y los sitios intersticiales, y, a
su vez, cada uno de estos subsistemas puede pensarse como la unién de N o N’ sistemas
elementales. Es dificil mantenerse siempre dentro de una misma interpretacién, y tampoco

hay ninguna obligacién de hacerlo.

El sistema considerado como un todo

El sistema estd formado por los N sitios de la red y por los N’ sitios intersticiales, ocupados
por un nimero variable de particulas. En promedio, tiene que haber una particula por cada
sitio de la red. De modo que el nimero medio de particulas debe ser N. La funcién de

particion es

N+N’

Ze BE(C ZZe BE(Cm)y ZZ (77)

m Cn
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Aqui, {C} es el conjunto de todos los estados; E(C) y m(€) son, respectivamente, la energia
y el niimero de particulas del estado €. El conjunto {C.,} es el conjunto de estados de m
particulas, Z,,, es la funcién de particién canénica de m particulas y z es la fugacidad. Es

cierto que hay una relacién entre la fugacidad y el potencial quimico,
z = ePH (78)

pero la variable de la que depende Z es la fugacidad. La fugacidad no debe considerarse
una funcién de la temperatura. Toda la dependencia con (3 que tiene la funcién de particién
Z viene a través del factor de Boltzmann. Al tomar la derivada parcial de Z respecto de 3,
no hay que derivar la fugacidad. Ese es uno de los errores mas comunes.

Sila tinica manera de calcular la funcién de particiéon en el ensamble gran canénico fuera
a través de la funcién de particién canénica, entonces no habria realmente una ventaja
en pasar al ensamble gran canénico. Lo que mostraremos es que el calculo de Z puede
prescindir del conocimiento de Z,,. Hay que notar que Z,, no es la funcién de particién
que hemos calculado en la seccién anterior. En la seccion anterior habia tantas particulas
como sitios en la red. Ahora puede haber un nimero arbitrario de particulas, siempre que
sea menor que N + N’. En la seccién anterior, sélo calculamos Zy.

Los estados con un ntmero arbitrario de particulas pueden recorrerse sumando in-
dependientemente sobre el ntiimero de particulas en los sitios de la red y en los sitios

intersticiales,

2=y e PEEmIO _i S (NY (N, ewiyin N —pwy N’
=Y e z = , . e 29 =(1+4z) (1+ze W) . (79)
- e

)

Los coeficientes binomiales tienen en cuenta que, si hay i particulas en los sitios de la
red, existen (T) maneras de distribuirlas entre los N sitios; y andlogamente para los sitios
intersticiales. Para este sistema, la funcioén de particion en el ensamble gran canénico se
factoriza. Esta simplificacién es andloga a la que ocurre en el sistema de los dos niveles
cuando se pasa del ensamble microcanénico al canénico. El problema de los defectos es
mucho mas simple en el ensamble gran canénico.

Si s6lo considerdsemos un sitio de la red, su funcién de particion seria

1
Zi=) z'=1+z (80)
n=0

Del mismo modo, si s6lo considerdsemos un sitio intersticial, su funcién de particién seria

:
27 = Z e PWnzh =1 4 ze PV, (81)

n=0
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De manera que el resultado puede escribirse como
Z=2zN N, (82)

Hay todavia una forma mads simple de ver que en este problema la funcién de particiéon
debe factorizarse. Los estados con un ntimero arbitrario de particulas pueden recorrerse

especificando el niimero de particulas en cada sitio de la red y en cada sitio intersticial,

1

7 — [io Z ] [io i ]ZT1+...+rN+i1+...+iN/e[5W(i1+...+iN/). (83)
T= 1=

TN =0 iN/:O

Los indices ; corresponden a los sitios de la red y los indices 1i; a los sitios intersticiales.

Como las exponenciales se factorizan, queda

1 N N
Z = (Z 2 ) (Z eﬁWizi> =2V 2N, (84)
j=0 j=0

Es el mismo resultado que obtuvimos antes.

En resumen,
=N N = (142)N (142 PW)N (85)

Nadie estd muy interesado en la fugacidad. La fugacidad es un mero expediente para

calcular la fraccién de defectos. Ahora veremos cémo. El nimero medio de particulas es

dlogZ dlogZ 0 log Z1
(m) =z gi :N<z%)+N’(z%>. (86)

Esta ecuacién puede leerse del siguiente modo: (m) es igual a N veces el nimero medio
de ocupacién de cada sitio de la red méds N’ veces el nimero medio de ocupacién de cada
sitio intersticial. O, si se prefiere, diciendo que el niimero medio de particulas es igual al
numero medio de particulas en los sitios de la red mas el nimero medio de particulas en
los sitios intersticiales. Explicitamente,

Nz ~ N'ze BW

(m) = (mo) + (ms) = =+ (57)

El ntimero medio de particulas debe ser igual al nimero de sitios de la red. Luego,

Nz N/ze BW

N = .
1+z + 1+ ze PBW (88)

Como antes, definamos y = e W y A = N/N’. Entonces,
1=_= vz (89)

:1+z+7\(1+yz)'
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Esta es una ecuacién cuadrética para z. Para encontrar el nimero medio de defectos,
debemos encontrar la solucion z de esta ecuacion, y luego evaluar el nimero medio de
defectos en ese valor de z. La fracciéon media de defectos serad

_ z

AT +yz)
Pero como lo que nos interesa es comparar X con las fracciones de defectos obtenidas en
los otros ensambles, conviene reescribir la cuadratica en términos de x, donde
yz

X=X i+v0) (1)

es la fraccion media de defectos para un z cualquiera. De aqui se obtiene

AX

= ) 2
Yz =5 (92)

Reemplazando en la Ec. (89),

AX
1= ) 93
U —yhx + Ax +X (93)
Entonces,

AT —y)x* +y(T+A)x—y =0. (94)

La solucién de esta ecuacion es X. Esta es la misma ecuacién cuadrética que aparecié
en los otros ensambles, por ejemplo, en la Ec. (27). Por construccién, la solucién es la
fraccién media de defectos cuando el niimero medio de particulas es N. Aunque en el
ensamble canénico también obtuvimos una fraccion media de defectos, la interpretacion
es levemente diferente. En el ensamble candnico, el nimero de particulas estaba fijo. En
el ensamble gran candnico, ese nimero fluctda. En el ensamble gran canénico, x fluctta
porque los sitios de la red intercambian particulas con los sitios intersticiales y porque
los sitios intersticiales intercambian particulas con el reservorio. Esta diferencia entre los
ensambles no se manifiesta en los valores medios de x, pero deberia aparecer en el calculo
de las fluctuaciones. Esto queda como ejercicio.

El sistema considerado como un sistema compuesto

Sin alterar ninguno de los resultados anteriores ni afectar los cdlculos en forma alguna, el
problema puede pensarse de una manera alternativa. Es posible tratar al sistema de los
sitios de la red y de los sitios intersticiales como dos sistemas independientes. Los dos

sistemas estdn en equilibrio y pueden intercambiar particulas entre si y con un reservorio.
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Entonces, uno puede escribir la funcién de particién para cada sistema por separado,

N
Zo= ) <:DZ‘“ = (1+2)Y,

(95)

NN v

Z; = Z (m)eﬁwmzm =(1+ze PV)" .
m=0

Aqui, Z, es la funcién de particién gran canénica de los sitios de la red y Z; es la funcién de

particion de los sitios intersticiales. El hecho de que los dos sistemas estén en equilibrio y

de que puedan intercambiar particulas implica que comparten los mismos valores de 3 y z.

En otras palabras, estdn a la misma temperatura y tienen el mismo potencial quimico.

Alternativamente, podriamos haber escrito, de manera maés directa,

2, = 2N,
(96)
Zi = Z’;N )

donde Z; y Z; son las funciones de particién gran candnicas de un sitio de la red y de un
sitio intersticial, respectivamente; Ecs. y (81).
El niimero medio de particulas en los sitios de la red es

0log Z, Nz
)= = 97
(m.) =2 0z 1+2 (97)
y en los sitios intersticiales,
0logZ;  N'ze BW

)= - _ 98
(mi) =z 0z 1+ ze BW (98)

Ademés, existe la condicion de que el nimero medio total de particulas sea igual a N,
(my) + (mi) = N. (99)

Es facil ver que, a partir de aqui, se obtienen los mismos resultados de antes. Esta
forma de pensar el problema en términos de un sistema compuesto resulta ttil en muchos

otros casos.

Otras relaciones en el ensamble gran candénico
Antes escribimos que el nimero medio de particulas en los sitios intersticiales es

(my) = ZalogZi _ N,ZalogZ{ _ N'ze BW
' 0z 0z 1+ ze BW’

(100)
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Debido a que hay una relacién univoca entre la energia y el nimero de defectos, deberiamos
poder obtener (m;) a partir de (E). Deberia ser

(my) = o (E). (101)

En el ensamble gran canénico vale la misma férmula que en el canénico,

0logZ
E)=— . 102
®) =252 (102)
Teniendo en cuenta la Ec. (85),
0log 2! ze PW
E)=-N-—"Tl=NW_—" . 103
< > aB -I +Ze_BW ( )
Entonces, tal como habiamos previsto,
N'ze BW
S=—"_ 104
() 1+ ze BW (104)

Esto no es un gran avance, porque de todas maneras tendremos que resolver la Ec. o,
equivalentemente, la Ec. . S6lo muestra la consistencia del formalismo.

El célculo anterior sirve como excusa para formular la siguiente observacion: cuando
se calcula la energia media derivando respecto de 3, la funcién que se deriva es Z(f3,z),
no Z(B,eP*). La confusion que produce esta regla es motivo de muchos errores. Desde
una perspectiva probabilistica, no hay lugar a dudas. La distribucién de probabilidad en el

ensamble gran candnico es

P(@) = ]Zeﬁm)zm(@). (105)

El valor medio de la energifa esta dado por

(E) = Z E(C)P(C) = %Z E(e)e—BE(G)Zm(G) _ _%S_B [Z e—BE(G)Zm(@)] ) (106)
(¢} c

Finalmente,

(E) = —%ﬁ(ﬁ’z). (107)

Esto mismo puede demostrarse a partir de la conexion entre la mecédnica estadistica y

la termodindmica. En el ensamble gran canoénico,
Q = —kTlogZ, (108)

donde Q es el gran potencial. Lo importante es que Q es la transformada de Legendre de

la energia respecto a la entropia y al nimero de particulas,

Q=U~-TS—pum. (109)
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Ademas, el primer principio expresado en términos de () se escribe como

dQ = —SdT — mdp. (110)

El significado de esta ecuacion es que

00(T ) _ 20(T ) _

Entonces, si queremos calcular la energia a partir de (), tendremos
U=O0+TS+um=0—-T—— —pu—. (112)

Las derivadas que aparecen aqui son las derivadas de () considerado como una funcién de
Ty w. La relacién (108) debe escribirse con atencién a este hecho,

(T, ) = ~KTlog 2(B(T), 2(B(T), ) ). (113)

Luego,

(114)

dlogZ dlogZ 0z dlog Z d
uz—leogZ,—T[—klogz—kT( 6%, 098 —Z>—E’} KT8 2 0%

op oz 09f3/) ol 0z ou’

Luego de una sucesién de cancelaciones fortuitas, y con gran peligro de cometer algin

error, llegamos al mismo resultado de antes,

0log Z(, z)
BT

El argumento probabilistico es mucho méds directo.

U= (115)

Del mismo modo, hay al menos dos caminos para demostrar que el niimero medio de

particulas estd dado por

dlog Z(, z)
= Z—.

(m) = 32 (116)

En términos de las probabilidades,

(m) = Zm(G)P(G) — %Zm(e)e—BE(e)Zm(e) _ z0 [Z e—BE(G)Zm(G)] _ Zalog Z(f’»Z)_
e e e

Z, 0z 0z
(117)
Partiendo desde la termodindmica, deberian calcular
__00(Tw) -0
m=— T e =T [logZ(B(T),z(ﬁ(T),u))] (118)

y verificar que se obtiene la misma expresién. Esta verificacion queda como ejercicio. Ten-
gan presente la siguiente salvedad: lo que en termodindmica es una cantidad perfectamente

definida, en mecéanica estadistica suele ser un valor medio.



