Fisica Teérica 3 — primer cuatrimestre de 2024

Primer recuperatorio resuelto

m 1. Una superficie con sitios adsorbentes estd en equilibrio con un gas ideal de particulas
de masa m, a temperatura T y presion P. Cada sitio es, en realidad, un pequefio conducto de
longitud L en donde las particulas atrapadas se comportan como un gas ideal en una dimensioén.
Un sitio desocupado tiene energia cero. Cada particula atrapada tiene una energia e(p) =

p?/(2m) + €0, donde €, es la energia de adsorcién.

a) Encuentre el nimero medio n(T, P) de particulas en cada sitio en funcién de T y P.

b) Escriba la probabilidad p(n) de que un sitio esté ocupado por n particulas. El resultado debe

quedar escrito inicamente en términos de n y de n.

c) (Cuadl es la fraccion de sitios ocupados?
m Solucién. La funcién de particiéon gran candnica de un sitio adsorbente es
o0
21 = E "7y, (1)
n=0

donde Z,, es la funcién de particiéon canénica de un gas unidimensional, con una modificacién

trivial debido a la energia de adsorcién e,

Zt 1 (Le Peo\"
Z,="1=— ) 2
n!  nl ( A ) 2)
Luego
LeBeo
21 = e*4 =exp (—Z e}\ ) . (3)

La fugacidad es la misma que la del gas que sirve de reservorio,
z = BPA>. (4)

El niimero medio de particulas en cada sitio es

0 log Z4 zle Peo ye
=z— > =z7) = ——— = BPA\Le Peo, 5
z— zZ, 0y B e (5)
Estas relaciones permiten escribir
n n _ ﬁ_n
Z1:e, zZn—n!. (6)
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Se trata de una distribucién de Poisson. La fraccién de sitios ocupados es igual a uno menos la
fraccién de sitios desocupados, que es igual a la probabilidad de que un sitio dado esté vacio:

f=1—p0)=1—e". (8)
m 2. En dos dimensiones, el problema del gas ideal de particulas de masa m con energia

e(p) = /€5 + (pc)?,
donde €, = mc?, puede resolverse en términos de funciones elementales.
a) Encuentre la entropia por particula, s.

b) Encuentre el calor especifico por particula a drea constante, ca.

c) A partir de la funcién ca, analice los limites no relativista y ultrarrelativista.

m Soluciéon. Una manera de calcular la entropia es a través del ensamble canénico. El objetivo

es calcular U y F, y luego escribir
S=—. 9)

En la practica, esto es lo mismo que calcular —9F/0T, pero como el punto de partida es la relacion
F=—kTlog Z(B), resulta un poco mas directa la Ec. (9).
Si las particulas ocupan un drea A, la funcién de particién de una particula es

Z = iszp e Pelp), (10)

1 /%% X
pZ = C_2 (E - eé) y %dpz = W dx. (11)
Luego,
2nA  [*® _ 21A _ A [(T+PBe\ _
Zy=—-| d X = 1 Beo = — [ ——— ] e Peo, 12
"7 (Bhe)? Leo XX (e e AZ( Beo )e "2
La funcién de particion de N particulas serd
A
Ademas,
log Z =NlogZ; —logN! =~ N(1 +1log Z; —log N). (14)

En el altimo paso usamos la aproximacién de Stirling para el logaritmo de N!.
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La energia es

u 0 10g Z] €0
—=— = 2kT — . 1
N B 0T T Bes (15)
Por otro lado, la energia libre de Helmholtz es
F kT A 1+ B€o
—=——=1 =—kT <1 1 . 1
N N ogZ {og{N)\z( Beo )}—f— }—f—eo (16)
Entonces, para la entropia por particula resulta
S [3 [560 A 1+ Beo
2P UuU-F=3- ] . 17
PN UmPh=3 1+Beo+og{m2( Beo (17)
Con la energia a la vista, el calor especifico es
c 1 au Beo \°
A
_— = = 2 - . ]-
k  NkoT (1+Beo> (18)
En el limite no relativista, e > 1. Entonces,
CA
— = 1. 19
2, (19)
En el limite ultrarrelativista, Beg < 1,y
CaA
hEA NN} 2
2 (20)
Esto esta de acuerdo con la férmula general
c d
— == 21
c=2, (21)

vdlida en d dimensiones para una relacién de dispersion de la forma e(p) = ap™.

m 3. N espines ocupan los N sitios de una cadena lineal. Cada espin puede estar en dos estados,
1y 1. Unespin en el estado | tiene energia cero. Un espin en el estado 1 tiene energia e. Ademas,

no puede haber dos espines consecutivos en el estado 7.

a) ;Cuadl es el nimero Q(j) de estados de la cadena con j espines en el estado 1?
b) Escriba la funcién de particiéon exacta Z([3,N) en el ensamble canénico.
¢) Asumiendo que N > 1, encuentre la fraccién media X([3) de espines en el estado 1.

d) Encuentre la dispersion cuadratica media de x, es decir, <(x — Y)2>.

Ayuda: Si se agrega un espin | al final de la cadena, el ntimero de estados sigue siendo Q(j): las
cadenas de N + 1 espines, terminadas en un espin | y que no tienen dos espines 1 consecutivos
se pueden descomponer en bloques de dos tipos: bloques de pares de espines 1| y bloques de

un espin |. Todo lo que resta es permutar esos bloques.
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m Solucién. A partir de la ayuda es facil ver que

: N+1T—j
ag = (N7 7). 2
La funcién de particion es
jmax ) jmax
z=Y Qe *I=Y af), (23)
j=0 j=0
donde
jmax - %[N + 1] (24)

Si todos los nimeros involucrados son mucho mayores que uno, tomando la aproximacién de
Stirling con carécter de igualdad, el logaritmo del término general de la suma es

log 0(j) = (N —j) log(N —j) — (N —2j) log(N — 2j) —jlogj — Bej

(25)
=N|[(1—x)log(1 —x)— (1 —2x)log(1 —2x) —xlogx — Bex| = Nf(x),
donde x = j/N. Si f(x) alcanza un méximo en x*, entonces
f'(x*) = —log(1 —x*) + 2log(1 — 2x*) — logx* — e = 0. (26)
Esto significa que x* es raiz de la ecuacion
x*z—x*—i—L—O (27)
44z
donde z = eP¢€. La solucién con sentido fisico es
1 z
= (1= . 2
X 2 ( 4 4+ z) (28)
Finalmente,
] k
—log Z ~ f(x*, B). (29)

N
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En este punto es necesario escribir la dependencia explicita de f con 3. El valor medio de x es

1 0dlogZ 1 [0of(x*,B)ox*  Of(x*, )

— __ ! ) 0
T TNe 0B el ox o op (30)
Por construccién, la derivada de f respecto a x evaluada en x* es cero. Entonces,
_ 10f(x*, B)
= = *. 1
R= et = (31)
Para calcular la variancia,
o2 = ((x—x)?) =x2—%, (32)
notemos que
oo 1|19z (10z)\*| 1 2 (1oz) 1 (33)
~ (Ne)?2 | Z0p2 Z0pB -~ (Ne)2dp\ZoB/)  Neodp’
A partir de la Ec. (28],
ox _ _e—\/Z. (34)
op 2(4 + z)3/2
Luego,
1
gl A -

2N (4 +2)3/2

En términos del propio valor medio, queda

1 1 1/2
Gzzm(ﬁ_o (x—%2)*% = Ix[1 = 2x1(1 —%). (36)



