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Uber Gasenta r tung  u n d  Paramagnetismus. 
Von W. Pauli jr .  in ~lambarg. 

(Eingegangen am 16. Dezember 1926.) 

Die auf einer Verallgemeinerung der ,,Aquivalenzregel" des Atombaues beruhende, 
voa F e r m i  herriihrende Quantenstatistik des einatomigen idealen Gases wird auf 
den Fall yon Gasatomen mit Drehimpuls erweitert und auf die Magnetisierung 
solcher Gase angewendet. Betrachtet man die Leitungselektronen im Metall als 
entartetes ideales Gas - -  was gewiD nur als ganz provisoriseh anzusehen ist, fiir 
den vorliegenden speziellen Zweck abet er!aubt sein *nag --~ sQ gelangt man auf 
Grund der entwiekelten Statistik zu einem wenigstens qualitativen theoretisehen 
Verst~ndnis der Tatsache, dal] trotz des Vorhandenseins des Eigenmomentes des 
Elektrons viele Metalle (insbesondere die Alkalimelalle) in ihrem festen Zustand 
keinen oder nur einen sehr sehwachen und anniihernd temperaturunabh~ngigen 

Paramag'netismus zeigen. 

w 1. U b e r s i c h t  f i b e r  den  g e g e n w a r t i g e n  S t a n d  d e r  G a s -  

e n t a r t u n g s f r a g e .  u  den Theorien der Gasenfartung ist  in ]etzter 

Zeit besonders die E i n s t e i n s c h e  Theorle 1) viel d iskut ier t  worden, die 

auf der  Annabme einer weitgehenden Analogie yon Molekiilgas und 

schwarzer Strahlung (Licbtquantengas) benlht.  Um diese Analogie 

durchzu~iihren, i ibertr~gt E i n s t e i n  eine zuerst  yon B o s e  ~) fiir alas Ver- 

hal tea tier Liehtquanten vorgeschlagene statistische Annahme auf das 

materielle Gas. (Hier  und im folgenden wird es sich stets um einatomige 

t~ase handeln, bei denen yon den mechanischen Wechselwirkungskraf ten 

zwischen den Atomen herrtihrende und yon der freien Wegl~nge abh~ngi~e 

Effekte vern achlassigt  werden.) Diese Annahme involvier t  eine statlstische 

Abh~ngigkeit  der Gasatome voneinander nnd lal3t sich folgendermal]en 

formulieren: Man teile den Phasenraum eines Gasatoms in Zellen yon 

der Gr~.Be h 8, und zwar so, dab diese Zellen in bezng auf die Lagen- 

koordinaten der Par t ike l  das ganze u  V des Gases umfassen, 

also der Rauln der Impulskoordinaten des Gasatoms in Zellen yore 

Volumen h3/V getei l t  wird. Dann soll ein mikroskopischer Zustand des 

Gases durch die Angabe definiert  sein, w i e  v i e l e  Atome sich in ieder Zel]e 

befinden, gleiehgfiltig, welche individuellen Atome dabei im Spiele sind, 

und nile so definierten mikroskopischen Zust~nde sollen gleich wahr- 

seheinlich seln. 

S c h r S d i a g e r  a) hat  sodann gezeigt, dab diese Sta t i s t ik  des idealen 

GasPs aueh in einer anderen Weise dargeste l l t  werden kann, bei der, s tar t  

1) A. E i n s t e i n ,  Berl. Ber. 1924, S. 261; 1925, S. 3. 
~) S.N. Bose,  ZS. f. Phys. 26, 178, 192~. 
~) E. S e h r S d i n g e r ,  Phys. ZS. 27, 95, 1926. 
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von den Gasatomen selbst, voa den Eigenschwingungen der ihnen zu- 
geordneten de Brogl ieschen Wellen die Rede ist. Die zunachst etwas 
befremdende Bosesehe Annahme fiber die Gleichwahrscheinliehkeit ge- 
wisser mlkroskopischer Zustande des Gases wird hierbei auf die Art der 
Zuordnung elnes Wellenfeldes zur Gesamthei~ der Gasatome zurfiekgefiihrt 
and als besondere Annahme entbehrlieh. Wit  kommen hierauf in w 3 
zurfick, miiehten aber hier bemerken, dal~ wit die ,korpaskulare" and 
die ,wellenm~l~ige" DarsteLlung der Theorie als zwei gleichberechtig'te 
Beschreibungsweisen des statistischen Verhaltens des Gases aufhssen 
wollen, ohne der einen vor der anderen den Vorzug zu geben. 

Eine yon der Eins te inschen  verschiedene Theorie der Gasentartung 
ist kiirzlich yon F e r m i  1) aufgestellt worden. Dieser Verfasser ftihrt eine 
statlstische Abh~inglgkelt der Gasatome voneinander (bei Benutzung der- 
selben Einteihmg des Phasenraumes in Zelien wie der oben beschriebenen) 
dutch die Aanahme ein, dal] Zus tande ,  bei denen  slch mehr  als ein 
A~om in d e r s e l b e n  Zel le  b e f l n d e t ,  n i ch t  v o r k o m m e n  kiJnnen. 
Diese Annahme ist yon F e r m i  in Analogie zu einer yore Ver[asser zur 
Deutung der Komplexs~ruktur der Spektren und des Schalenabschlusses 
im periodischen System der Elemeate aufgestellten Regel eingeffihrt 
worden, die besagt, daft in einem Atom niemals zwei Elektronen vor- 
kommen kSnnen, ffir die alle vier Quantenzahlen, die ein Elektron (in 
elnem ~ufieren Kraftfeld) eharakterlsieren, fibereinstimmen. Gema~ der 
physikalischen Deutung der vierten Quantenzahl durch G o u d s m i t  und 
U hl e n b e c k als bedlngt durch den Eigenmagne~ismus des Elektrons kiinnen 
wlr den Sinn dieser Regel in die Aussage zusammenfassen, dai] in einem in der 
Natur realisierten Quantenzustand eines Atoms nicht zwei Elektronen vor- 
kommen k(innen, die (naeh Aufhebung der Entartung dutch ein aufleres 
Kraftfeld) sowohl hiasichtlieh ihrer Translationsbewegung als auch hin- 
siehtlich ihres Eigeamagnetismus klnematisch vollkommen aquivalent 
slnd. Es miige diese Regel daher im folgenden kurz als ,Aquivalenz- 
regel" bezeiehnet werden. 

Um die l~rag% weleher yon den belden genannten Theorien der 
Gasentartung der Vorzug zu geben ist, diskutieren zu kSnnen, mfissen 
wir die letzte Entwiekhng der Anwendung der Quantenmeehanik auf 
Systeme, die aus mehreren vollkommen gleiehen Partikeln bestehen, kurz 
beriihren. H eise n b e rg  2) hat gezelgt, da~ ffir solehe Systeme die Quanten- 

1) E. Fermi, ZS. f. Phys. 86, 902, 1926. 
a) W. tteisenberg, ZS. f. Phys. 88, 411, 1926, 89, 499, 1926. 
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meehanlk verschiedene LSsungen zulal]t, derart ,  dal] die Gruppen von 

station~ren Zust~nden des A~oms, die diesen versehledenen LSsungen ent- 

sprechen, nicht miteinander kombinieren und auch auf keine Welse  durch 

aul]ere Einwirkungen ineinander iibergefiihr~ werden kSnnen. Nur  bei 

einer dieser LSsungen, fiir deren Auswahl  t I e l s e n b e r g  eine bestimmte 

al]gemeine Vorschrif t  angegeben hat  1), is t  die ,, "~quivalenzregel" erfiillt, 

und es kann als empirlsch sleher angesehen werden, dab nur diese LSsung 

in der Natur  real is ier t  ist. (Speziell  beim He wird durch das Aus- 

schlieflen der zweiten LSsung der Tatsache Rechnung getragen, da0 das 

totale magnetische Moment im Normalzustand des t ie -Atoms versehwindet.)  

Es is t  somit erwiesen, dal] die Quantenmeehanik mit  der Aquivalenzregel  

nicht im Widerspruch steh~. Anderersei ts  fehlt fiir diese spezielle Aus-  

wahl aus den LSsungen der quantenmechanischen Gleichungen und damlt  auch 

fiir die :~quivalenzregel immer noch eine befriedigende theoretische Begriin- 

dung. Ganz unabhangig yon der Beantwortung dieser wichtigen Frage  hat  

iedoch D i r a e  2) wel ter  gezeigt, dal] die ~-nwendung der genannten Auswahl-  

vorschrif~ fiir die quantenmechanischen Liisungen au~ das ideale Gas zwang- 

li~ufig auf die F e r m i s e h e  S ta t i s t ik  fiihrt. Betrachtet  man namlich die 

stationi~ren Zusti~nde des ganzen GaskSrpers bei Vorhandensein schwacher 

Koppelung'skri~fte zwischen den Gasatomen, go ergibt  die gemli6 dieser Vor- 

schrift  ausgewi~hlte quantenmechanische LSsung zu jedem gemai] der F e  r m i -  

schen stat ist ischen Abzahlung zulassigen ,, Mikrozustand" des idealen Gases 

gerade einen gequantel ten Zustand des ganzen Gask(irpers und umgekehrt.  

F e r m i s  stat ist ische Grundannahme erscheint demnach auch vom Stand- 

z) Hat man ein System aus XPartikeln, mit den Lagenkoordinaten ql �9 �9 - qf, so 
wird iedem Quantenzustand des Systems nach S c h r S d i n g e r  eine Funktion 
~v (ql . - .  qf )  zugeordnet, die einer yon ihm angegebenen Differentialgleichung ge- 
niigt. Wit wollen diese (yore reinen Wellenstaadpuakt aus wohl kaum verstand- 
liche) Funktion im Sinne tier yon Born in seiner Stollmechanik (ZS. f. Phys. 87, 
863, 1926; 88, 803, 1926) vertretenen Auffassunff des ,Gespensterfeldes" folgender- 
mallendeuten: Es ist I ~  ( q l  �9 " q f )]~  d q !  . �9 �9 d q f  die W a h r s c h e i n l i e h k e i t  daftir, 
dall im betreffenden Quantenzustand des Systems diese Koordinaten sigh zugleich 
im betreffenden Volumenelement d q l  . . .  d q f  des Lagenraumes hefinden. DiG im 
Text erwiihnte Vorsehrift for die Charakterisierung der in der Natur realisierten 
LSsung im besonderen Falle N g l e i c h e r  Partikel besagt nun, dall die zu- 
g e h S r i g e F u n k t i o n ~ v  d a s V o r z e i c h e n  ~ n d e r n s o l l ,  wenn man d i e K o o r -  
d i n a t e n j e z w e i e r P a r t i k e l n  ve r t ausch t .  Hahen die Teilehen wie die Elek- 
tronen einen Eigenimpuls, so miissen zu den drei TranslationskoGrdinaten ftir jede 
Partikel noch weitere den Rotationsfreiheitsgraden entsprechende Koordinaten hin- 
zugef~gt warden und die Vertausehuag tier Koordinaten je zweier Partikeln muU 
dann ftir jede Partikel alle Freiheitsgrade zugleieh betreffen. 

2) P.A. SLDirac ,  Proe. Roy. Soe. (A) 112, 661, t926. In dieser Arbeit 
sind die erwhhnten H ei s e n b e r gschen Resultate zum Tail unabhfingig entwickelt. 

6 :~ 
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punk~ der Quantemnechanik aus als die konsequente Verallgemeinerung 

der , :~quivalenzregel" beira Kernatom. Da es wohl kaum widerspruchs- 
fret m(iglich sein dtirfte, bet verschiedenen materieHen Systemen die Aus- 
wahl der in der Natur realisierten quantenmeehanischen LSsung aus den 

ra~iglichen L~sungen nach versehiedenen Gesichtspunkten zu treffen, 

wollen wit bier den auch yon D i r a e  verfochtenen Standpnnkt vertreten, 
dab beira r a a t e r i e l l e n  Gas  die F e r m l s c h e  und n i e h t  die E in -  
s t e i n - B o s e s e h e  S t a t i s t i k  die z u t r e f f e n d e  ist.  

Falls dies zutrifft, ist allerdings die von E i n s t e i n  postulierte voll- 
kommene Analogie zwischen dera statistischen Verhalten des maferiellen 
Gases und des Lichtquantengases zerstSrt, was zunichst als ein schwer- 
wiegendes Arguraent gegen die Fermische  Statistik erscheint. Man 

tans aber andererseits bedenken, dab sich materielle Systerae (z. B. eln 
Erista!lgitter) allgemein hinsiehtlich des u einer Nullpunkts- 
energie yon der Strahlung unterscheiden, und dal] gerade in dlesem Bunkt 

die F ermisehe Statistik zu befriedigenderen Ergebnissen fiihrt als die 
E i n s t e i n - B o s e s e h e  1). Jedenfalls scheinen zwischen elektroraagnetischer 
Strahlung und Materie auch yore Standpunkt der Quantentheorie aus 

Untersehiede zu bestehen, die in der universellen Bestimratheit der Ge- 
schwindigkeit c a l l e r  Lichtquanten ira Gegensatz zur variablen Bhasen- 
geschwindigkeit c2/v der ]liateriewellen sowie auch in dem (hierrai~ viel- 

leicht zusaramenhaugenden)Urastand zutage treten, dab bet raehreren 
bewegten Materiepartikeln eine Darstellung des de Brogl ieschen  Feldes 
sieh (wenigstens bisher) nur ira raehrdiraensionalen l~aume als raSglich 
erwiesen hat, wiihrend das elektromagnetische Feld auch bet Vorhanden- 
sein vieler Lichtquanten im gewShnliehen dreidimensionalen Raume be- 
schrieben werden kann. Die yon de B r o g l i e  en~deekten Analogien 
zwischen Materie und Strahlung legen es allerdings nahe, die Lichtquanten 
und ihr Welleufeld als Grenzfall der Materieteilchen und ihres Wellen- 
feldes zu betrachten, das man erhiilt, wenn man bet vorgegebenem Impuls 
der Partikeln ihre Geschwindigkeit g'egen die des Lichtes und ihre Rub- 
masse gegen hTull konvergieren lai]t. Um diesen Grenztiberg~mg in unserera 
Falle durchzurtihren, mii[~te iedoeh erst bekannt sein, wie in der Forrau- 
liernng der Quantenmechanik mehrerer gleieher 1)artikela der endlichen 
Ausbreitungsgeschwindigkeit der Kraftwirkungen (Retardierung der 
Pof.entlale) Rechnung zu tragen ist. 

w 2. 1 ) r o b l e m s t e l l u n g .  Bei dieser Sachlage scheint es angemessen, 
weitere physikalische Folgerungen aus der F e r mischen Statistik zu ziehen. 

~) Ygl. hierzu auch E. Schr(idinger, BerL Bet. 1926, S. 23. 
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[In tolgenden so]l insbesondere versucht werden zu zeigen, wie 
auf  G r a n d  d i e se r  S t a t i s t i k  die T a t s a c h e ,  da f  v i e l e  Meta l l e  
d i a m a g n e t i s c h  oder  nur  sehr  s c h w a c h  p a r a m a g n e t i s e h  sind,  mi t  
d e m V o r h a n d e n s e i n e i n e s  m a g n e t i s c h e n  Moments  des E l e k t r o n s  
in E i n k l a n g  g e b r a c h t  w e r d e n  kann. J~ierbei sollea die Leituags- 
elektronen in den betreffenden Metallen als ideales Gas betrachtet werden, 
d. h. es soll yon den Kraften, die ant die Leltungselektronen wirken, ab- 
gesehen werden 1). Dies ist gewif nut eine grobe Ann~therung und wird 
durch ein genaueres Modell der Metalle ersetzt werden miissen; es ist 
jedoch nicht uawahrscheinlich, daft der hier vorgeschlagene Erklarungs- 
versuch wenigstens hinslchtlich der qualitativen Seite des Phanomens 
das Richtige trifft. 

Um nun die F ermische Statistik au[ das ,Elektroneagas" anwenden 
zu kiinnen, muf sie zunachst auf den Fall erweitert werden, da~ die Gas- 
atome einen Drehimpuls besitzen (w 4). Wir denken uns sodann ein 
au~eres Kraftfeld angelegt, das eine Richtungsquantelung der Atome in 
diesem Felde bewirkt. Fiir diesen Fall wollen wit in Analogie zum 
Verhalten der Elektronen im Kernatom F e r m i s  statistische Grundannahme 
folgenderma•en formulieren: Z u s t a n d e ,  bei  denen  sich mehr  als 
ein Atom in d e r s e l b e n Z e l l e ( d e s P h a s e n r a u m c s  der  T r a n s l a t i o n s -  
be we gung)  be f i nde t ,  kSnnen  nur  dann n i ch t  v o r k o m m e n ,  wenn  
die I m p u l s a c h s e n  d i e se r  A t o m e  g l e i c h g e r i c h t e t  s ind,  d.h. wenn 
die Quantenzahl m, welehe die Komponente des Impulses in der Richtun~ 
des au~eren Feldes festlegt, bei dlesen Atomen denselben Wert hat; zwei  
A tome  mi t  v e r s e h i e d e n e n  +n k S n n e n  d a g e g e n  woh l  in d e r s e l b e n  
Zel le  des T r a n s l a t i o n s p h a s e n r a u m e s  l iegen .  

Im Grenzfall hoher Temperaturen bzw. kleiner Dichte, wo die 
klassische Zustandsgleichung des Gases zatrif[t und die kinetisehe Energie. 
die benaehbarten, merklich oft besetzten Ze]lea entspricht, relativ nut 
wenig verschieden ist, wird sich gemal] dicser Vorstellung am gewShn- 
lichen Verhalten des Gases im Magnetfeld (Curiesches Gesetz) praktiseh 
nichts Endern. [m anderen Grenz[alle eines stack entarteten Gases (man 
kann der Einfachheit halber an den absoluten Eullpunkt denken) werden 
dagegen die Zellen, die einer kleinen kinetischen Energic tier Atome eat= 
sprechen, vielfach voll besetzt seln. Each uaserer Voraussetznng ist 
jedoch die volle Besetzang einer Zelle nut mi~glieh, wenn jede mSgliche 
Orientierung des Atoms gerade einmal vertreten ist, und hicrbei ver- 
schwindet das resultierende Moment aller Atome der Zelle. Eine Magne- 

1) Vgl. aueh A. Einstein, Berl. Berl. I. e. 
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tislerung wird nur mSglieh sein, wenn ein Teil der Atome aus den be- 
treffenden Zellen enffernt wlrd (,, angeregt" wird), was aber im allgemeinen 
eine ErhShung der kinetisehen Energie des Gases zur Folge haben mu~. 
Man sieht, dab in analoger Weise, wie die ,~.quivalenzregel" das not- 
wendige Fehlen eines magnetischen Moments im Normalzustand des 
He-Atoms nach slch zleht, die aus dieser Regel dureh Verallgemeinerung 
entstandene Grundannahme der Fermischen Statlstik eine starke Er- 
sehwerung der Magnetisierung eines entarteten Gases, dessen Atome ein 
magnetisches Moment tragen, zur Folge hat. Die genauere Dureh~iihrung 
der Rechnung (w 5) wird in der Tat zelgen, dab naeh der hier ent- 
wiekelten Theorie eln so]ehes Gas beim absoluten Nullpunkt (ira Gegen- 
satz zu den gewohnten Vorstellungen, gemal~ denen in diesem Falle 
Sattigung eintreten sollte) nur eine konstante Restmagnetisierung auf- 
weisen soll, die iiberdies beim Elektronengas sehr gerlng ist. 

Im folgenden w 3 soll znn~ehst die Fermische  Statlstik naeh tier 
S e h r ii d in g e r sehen Methode der Eigensehwingungen dargestellt und dureh 
Schwankungsbetraehtungen erg~nzt werden. 

w 3. A n w e n d u n g  der  Me thode  der  E i g e n s e h w i n g u n g e n  ant  
d i e F e r m i s e h e S t a t i s t i k .  S e h w a n k u n g s e i g e n s c h a f t e n d e s G a s e s .  
In einem der Ein[achheit halber als wtirfelfiirmig vorausgesetzten Vohmen 
V ~ 13 sind nur d e B r o g l ie  sehe Wellen mit bestimmtenWellenl~ngen ~ and 
bestimmtenWellenrlehtungen relativ zu den Wtiffelkanten stationer miiglieh, 
flit welehe sieh s~ehende Schwingungen ausbilden ki~nnen, deren Knoten- 
fl~chen gerade zwisehen denWiirfelw~ndenPlatzfindenktinnen, t~tirgegen- 
fiber 1 kleine Werte yon ~ ergibt sich auf dlese Weise die Zahl der Eigen- 
schwingungen, deren Wellenl~nge zwisehen s und ~t-t-dZ liegt, naeh 
einer wohlbekannten Betrachtung zu 

r4 Z~ d / 1  "~ z(z ,z  + dz} = ~ ~ ~T)" (1) 

Nach de B r o g l i e  ist nun die Wellenl~nge Z dem Impuls p = m v  

des Atoms zugeordnet gema~ h 

lO /93 
Ftihren wir noch die kinetlsche Energie E = ~ des Atoms eln, so ist~ 

also gemiil] (1) die Zahl der Eigensehwingungen, die einem Bereich 
E, E + d E  dieser Energie zugeordnet ist, gegeben dutch 

4 ~ (2 m E)  d (2 m E)  ~j-~ z ( ~ ,  E + d E )  = v V 

oder Z ( E ,  E + d E )  --~ V 2 n: (2 ,m)312 E'J2 dE.  (2) 
h 3 
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Diese Dichte der Eigenschwingungen in der Skale der kinetisehen 

Energie is t  ftir das Gas charakterist iseh.  Die einzelnen diskreten Wer te  

der kinet isehea Eaergie,  die den Eigeaschwingungen entsprechen, mSgen 

mit; Sl, e2, "" ", ~s, . - .  bezeichnet werden. 

Wenn kein, ein, zwei, . . . ,  ns ,  . . .  Atome mit  der Energie ~s vor- 

haaden sind, so sagen wir  mit  S c h r ( i d i n g e r ,  der s-re Freiheit.~grad 

schwingt mit  der Energie 0, ~s, 2~s, . . . ,  nss~, . . .  Ein mikroskopischer 

Zustaad des Gases wird dana dadurch beschrieben seia, dal3 man die 

Wer te  al ler  Zahlen n~, .n~., . . . ,  as, . . .  anglbt. 

0ffenbar mul3 die Summe fiber alle ns stets der -r Ge- 

samtzahl der Atome gleich sein: 

8 

Welter  nimmt S c h r t i d i n g e r  an, dal~ 

gegebener Gesamtenergie 

~S 
alle Zahlenfolgea (n v n 2 , . . . ,  n , ,  . . . ) ,  

geniigen, gleich wahrscheinlich sind ~). 

n~. (3) 

bei gegebenem Volumen V and 

n8 E, (4) 

die den Bedingungen (3) und (4) 

Diese Annahme entsprieht geaau 

d er E i n s t e i a -  B o s e schen Stat ist i  k, dean eine Eigeaschwingung entsprieht 

einer Boseschen  Zelle des 1)hasenraumes, und bei Beschreibung des Gas- 

zustandes dureh bloBe Angabe der Zahlea ns ist  berelts auf jede &us- 
sage dariiber, welche i n d i v i d u e l l e u  Atome den verschiedenen Eigen- 

schwingungen assoziiert  sind, verziehtet, und hierin is t  die statistische 

Abhitnglgkeit  der Gasatome voneinander enthalten. 

Wean  wir  nun s tar t  der E i n s t e i n - B o s e s c h e n  die F e r m i s e h e  

�9 q ta t i s t ik  zugrunde legea wollen, werdea wir  verlangen miissen, d a ]  d i e  

Z a h ] e a  n s k e i n e  a n d e r e n  W e r t e  a n n e h m e n  k S n n e a  a l s  0 u n d  1. 

Denn im Fal le  n s > 1 ware ia mehr als e i n  Atom derselben Eigen- 

schwinguag assoziiert,  also wiirde, in der , ,korpuskularea" Ausdrucks-  

weise, mehr als ein Atom sich in derselben Zelle des Phasenraumes be- 

linden, was nach Voraussetzung nich~ stat tf inden soll. Wir  werden 

sonst aber welter  annehmen, dal3 a11e den Bedingungen (3) und (4) ge- 

niigenden Zahlenfolgen (nl,  .nv . . . ,  n~ , . . . ) ,  welche nur die Ziffern 0 und 1 

1) Li~llt man Zerstrahlungsprozesse der materiellen Teilehen zu, so ist im 
Gleiehgewieht die Anzahl der Atome pro Volumeneinheit allein yon der Temperatur 
abhgngig. In diesem Falle ist die einschr~inkende Bedingung (3) fallen zu lassen. 
Fiihrt man die folgende ~berlegung mit dieser Modifikation dureh, wobei natiirlieh 
die Ruhenergie mo c~" der Teilehen mitberiieksiehtigt werden muff, so erhglt man 
leieht die yon S t e r n ,  ZS. f. phys. Chem. 1~0, 60, 1926, abgeleitete Pormel far 
die Dichte der 5'[aterie im Gleiehgewieht mit der Strahlun~ 
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enthalten, gleich wahrscheinlich sind. Ist W die Anzah] dieser Folgen, 
so ist die EnCropie S des Gases gegeben durch 

S --~ k log W 
oder e slk ~ ~K (5) 

Es ist bekannt, dal] man sieh yon der Bedingung (4)dadurch be- 
freien kann, da~ man gemtil] 

eStl:-~ ~ = ~ e s (6) 
ns 

einen Parameter ~1 einfiihrt, der der Bedingung geniigt, dal] der Aus- 
druek (6) bei festem fl und festen ~s, d. h. festem V, nach E differenziert, 

verschwindet: 
•  _ i 

k \c).E) v I~ : 0 oder fl--~ kT"  (6') 

Da dureh / ~ - - T S  die freie Energie ~t r definiert isr kann man an 
Stelle yon (6) auch sehreiben: 

- -  s . ( 7 )  

n 8 

Der Akzent am Summenzeiehen in (6) und (7) b edeutet, dal] die ns die 
Nebenbedlngung (3) einhalten miissen. Bekanntlich ist die physikalische 
Bedeutung des Uberganges von (5) zu (7) die, dal] man die mikro- 
kanonische Verteilung, bei tier d ie  Energie genau vorgeschrleben ist., 
ersetzt dureh die kanonische Verteilung, bei der die Energ~e vom vor- 
gegebenen Wert E auflerst steil abf~llt, und zwar so~ daft sie nur in 

, d E  1 
einem Splelraum der relativen Griil~enordnung E ~ ~-~ merklieh yon 

v -  

Null verschieden ist. Man zeigt auch, dab die gem~6 (7) definierte 
Entropie sich yon der dutch (5) definierten nur um Bebr~ge der relativen 

log N 
Grtil]enordnung - ~ - -  unterscheidet. 

Der Grund, warum wir diese bekannten Tatsachen so ausfiihrlich 
besprochen haben, ist der, weft die Weise, wie man sieh yon der (fiir die 
Ausrechnung t~uflerst unbequemen) Nebenbedingung (3) befreien kann, 
der Umgehung der Nebenbedingung (4) beim Ubergang yon (5) zu (6) 
vollkommen analog ist. ]~[an fiihre an Stelle der Einhaltung der Neben- 
bcdingung (3) bei der Summation einea Parameter ~ ein und setze 

e - ( / T + " N )  ~-  ~ e- ~ (~% + ~ )  = l-I  ~ e - '~ ( "  + ~-~) (8) 
t ~  ~ n s 
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mit der zu (6') analogen Zusatzbedingung 

i~\O--~)r ,v + v = o. O) 

I n  (8) is l  ie tzt  fiber a l l e  n u r  die Ziffera 0, 1 en tha l t enden  Zahlenfolgen 

(n~, . . . ,  ns, . . . )  ohne weitere Nebenbed ingung  zu summieren.  Der  le~zte 

~ u s d r u c k  in  (8) reehtfer t ig t  sich dadurch, daft stat~ der Summenb i ldung  

im Exponen ten  ein Produk~ fiber die Po tenzen  m i t  den e inzelnen Sum- 

manden  geschrleben werden  kann.  E s  b e d e u t e t  d i e s  d i e  E i n f f i h r u n g  

e i n e r  , k a n o n i s c h e n  V e r t e i l u n g "  n i c h t  n u t  d e r  E n e r g i e ,  s o n d e r n  

a u e h  d e r  A n z a h l  d e r  v o r h a n d e n e n  G a s a t o m e ,  bei welcher  diese 

zwar n ieh t  genau vorgegeben  ist, abe t  ein auflerordentl ieh steiles Maximum 

aufweist,  derart ,  daft sie n u r  in  einem Spie l raum der  re la t iven  Grill~en- 
J N  1 

ordnung - - ~  ~,, ~ merklich von Null verschieden ist. Aueh unter- 

seheidet sich wieder die gema6 (8) definierte freie Energie yon der durch 
log hr 1 

(7) definierten nur um Grii~en der relativen Ordnung ~ ). 

1) Um dies einzusehen, kann man etwa wie folgt verfahren: Es sei 5ox (N, T, V) 
die darch (7), Yhl (/V, T~ V) die dureh (8) and (9) definierte freie Energie. Wir 
haben dann die Formel (8) so zu interpretieren, daft die Wahrseheinlichkeit eines 
mikroskopisehen Zustandes, der dureh eine gewisse Zahlenfolge (nl ,  . . . ,  n s . . . .  ) 

gekennzeiehnet ist, proportional i s t z u ~ e  - ~ s t a n ' + - ~ - )  Um die Wahr- 
ns 

seheinliohkeit, mit der eine gewisse Gesamtzahl N ~-- ~ n s der Molekiile gemitfi 
8 

dieser Verteilang vertreten ist, zu ermitteln, haben wir fiber alle miigliehen zu 
diesem _h r gehSrigen ns-Folgeu ~.a summieren. Naeh der Definition yon FI er- 
halten wir also die Verteilung der Gesamtzahl der Atome zu 

_ [,~ N + g,,(~, T, v)]  
~V(N) -~ eonst .e  kT (a) 

Bei festem a hat nan W ( N )  ein ~[aximum an der dutch 

v + V - ~ V / T ,  = o (9') 

bestimmten Stelle N ~--hr. Wir entwiekeln nan den Ausdruek im Exponenten 
yon (a) an dieser Stelle in eine Taylorreihe naeh z/ ~ N---hr.  Das lineare 
Glied versehwindet and das quadratisehe, mit dem wir die N~therung abbrechen 

wollen, lautet ~ ] ~ = ~ : -  y .  Also wird 

w(~) = ~o.st. e ~ 't~',~/N= ~-~'~ 
nnd aarans ( ~ ) .  kT 

---- / 5.2 y - ~ - , 

(b) 

(e) 
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W i t  k S n n e n  n u n  die zu r  B e s t i m m u n g  yon  c+ d ienende  R e l a t i o n  (9) 

noeh  e twas  umformen .  D i f i e r enz i e r en  w l r  (8) l o g a r i t h m i s c h  n a c h  h r, 

so k o m m t  

1 + +so  
~+ \ a ~ /  r, = " - -  ++, + r  +,,+ ,- +,,v + 

was in der Tat yon der GrSlienordnung 1/N ist. Um nun noeh die zweite Be- 
hauptung des Textes zu verifizieren, summiere man in (8) zuerst tiber diejenigen 
Zust~tnde (nl~ . . . .  ns ,  . . . ) ,  die zu einem bestimmten hrgeh0ren, und hernaeh erst 
tiber alle mSglichen h r. ~ a n  erh~lt dann 

(+"++++) -[~ = : E +  "!] 
oder mit 2r  ---- J :  

q+u [ y.,~ (~" ~-~, r , v ) ]  
~.~  a,d I k T  

also 
J 

[(~'+v,/' 
-++ \ S N ~ ]  

daher 

V ; u - - ~  __ k T l o g l / 2 ~ l ~ : T  ' 

log N 
was in der Tat yon der 0rdnung - ~ -  ist. HSchstens yon dieser Ordnung ist 

aueh der Fehler~ der daher riihrt, daft man den a-Wert aus (9) mit Verwendung 
yon ~,~ statt  aus (9') bestimmt. 

S c h r S d i n g e r ,  Phys. ZS. 1. c., fiihrt die entsprechenden Abschiitzungen 
mittels der komplexen Integrationsmethode von D a r w i n  und F o w l e r  durch. Wit 
mSehten bier aber betonen, daft das yon diesen Verfassern benutzte Appro- 
ximationsveffahren zur Auswer~.ung der komplexen Integiale yore physikalischen 
Staudpunkt aus els eine besondere Weise betraehtet  werden kann, den Zusammen- 
hang der mikrokanonischen und der kanonischen Verteilung und der beiden 
zugehSrigen statistisehen Definitionsarten der thermodynamisehen Zustandsgr5flen 
mathematiseh zu umschreiben. Sfimtliche mittels dieses Berechnungsverfahrens 
gewonnenen Resultate lassen sich auch ohne Zuhilfenahme komplexer Integration 
herleiten durch direkte Anwenduug der auk G i b b s  zuriickgehenden ?~ethode der 
kanonischen Gesamtheit und ihre naturgemfi~fie Erweiterung auf quantenstatistische 
Probleme, wo neben der Gesamtenergie des Systems aueh die Gesamtzah] der 
Partikeln analog behandelt werden muff. 
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(~tZ 
Also nach (9), da ~ im allgemeinen nicht versehwindet: 

" ~ J n s e  

x = ( l o )  

~8 

Eine andere Form yon (9) ergib~ sich daraus, dal~ (wie sparer noch 
verifiziert wird) der Quotient ~/r/h T, d. h. die treie Energie pro Gasatom, 
atfl]er yon der Temperatur nnr yon der Zahl hr/V der Molekiile pro 
u abh~ngt. Infolgedessen gilt nii~nlich 

a w  a w  

OW 
Da nach der Thermodynamik die GrSfle ~ mit deIn Gasdruck p gemRfl 

~ o _  a v  

znsammenh~ngt, gilt daher 

\ U J-Y/ T, V 

also naeh (9) 
W§ 

~ -  hrk---- ~ ( l l )  

Dies ist die thermodynamische Bedeutung des Parameters u. 

Ftir die Berechnung irgendwelcher statlstlscher Mittelwerte ist es 
88 ~8 

wichtig, zu bemerken, dal~ die in (8) auftretende GrSl]e e -  ~ s  (~ns + ~ - )  
/ 

H e  -k=  + his auf einen konstanten Proportionalitiitsfalrtor die 
8 

statlstlsche Wahrsehelnlichkelt eines bestimmten mlkroskopischen Zu- 
standes angibt 1) 

ns(~ W ( n l . . .  , , ~ . . . ) :  const. H e -  + k--~) (8a) 
8 

1) Vergleichen wir zwei solche mikroskopische Znst~inde (nl . . .ns . . . )mad 
r (n'l"" "';~s'" "), fiir welche die Gesamtzahl der Gasatome (3) und die Gesamt- 

energie (4) gieich (oder nahezu gleich) sind, so ergeben sie sich auf Grand yon 
(8a) in der Tat als gleichwahrscheinlich, wie zu Beginn dieses Paragraphen vor- 
ausgesetzt wurde. 
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Ffir die mittlere Energie E des Systems ergibt sieh daraus unmittelbar 

n8 

Das gleiehe tolgt auch aus der thermodynamischen Relation 

_ E 
V, N (~ . 

a a  
gemal~ (8), da die zu ~ propor~ionalen Terme gema~ (10) Iortfallen. 

Die allgemeinen thermodynamisehen Uberlegungen dieses Paragraphe, 
gelten sowohl fiir die E i n s t e i n - B o s e s c h e  wie Iiir die Fermische 
Statistik. Die letztere unterseheidet sieh yon ersterer, wie bereits er- 
wahnt, nur dadurch, da~ in edlen Formeln n.~, start wie bet E i n s t e i n -  
Bose  alle Werte yon 0 bis oo, nur die Werte 0 and 1 zu durcMau~en 
hat. Wir ffihren nun in (8), (10) und (12) die Summation fiber ns ~ 0 
und 1 aus und ersetzen die Summation fiber die Eigensehwingungen 
durch ein Integral fiber die kinetische Energie mit Benutzung des Aus- 
drucks (2) ffir die Dichtigkeit der Eigenschwingungen. Dann ergibt sieh 
in [Tbereinstimmung mit den Resultaten yon F e r m i  

~" '~ + ~-T k - ~ + ~ N =  - - ~ l o g  1 - I -e -  , 
8 

oo 

= -- r hS f N l o g  1 + dE, (S') 

0 

E (") 
e ~T -}- 1 

(13) 

Die belden letzten Relatlonen unterseheiden sich von den analogen der 
E i n s t e i n - B o s e s e h e n  Statistik dadurch, da~ im Nenner der Summen 

oo 

= r 2~(.2,,.)~_h~ �9 ( ~,.)~E~ (14) 
Je~§ + 1 
o 
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oder Integrale nunmehr -J-- 1 start - -  1 steht. Dies zersttirt die Analogie 

des Verhaltens der Gase zur P lancksehen  Strahlungsformel viillig, 
bewirkt abet das Auftreten elner endlichen N~lpunktsenergie. Fiihrt 

E 
man in ( t3) und (14) k-T = x als Integrationsvariable ein, so ergibt sich 

nfit den Abkiirzungen 

0 

~  3 e ~ + ~ + l  ; 
0 

clG 
d r162 --  F(oO, 

(15) 

N : V (2 ~mkT)3/2 h~ F ( . ) ,  (16) 

3 ~ ,  m G (a) E = ~3 V (2 ~.m)3/2ha (kT)~/~G(tz) = ~-~v ~ I ~ ( ~  (17) 

W 
Aus der Tatsacbe, dab der Quotient ~ T  alleln von a, d. h. allein 

yore Argument VT312 abhiingt, kann leicht gefolgert werden, dal3 die 

Gleichung 
r v  = ~ F  ( i s )  

stets richtig bleibt. 

Diese Zustandsgleiehungen des Gases siud von F e r m i  ausiiihrlich 
diskutiert worden. L~llt man a yon q- ~ his - -  cr laufen, so erhalt 
man zunehmende Entartung (abnehmende Temperatur oder zunehraende 

Diehte). Ffir sehr grofies a gelten nach F e r m i  far F(a)  und ~(a )  die 

Entwieklungen 
e--2a ~--3t~ / 

F(~)  = e . . . .  + + . - -  
2~/~. 

e -2 '~  e -3 '~  , ~ > > 1 .  

Es wird hier demnach in erster N~herung die Zus~andsgleiehung die 
klassische und es gilt naeh (16) ferner 

a =  log[~ (2~mkT)3121 
h3 -4-. . .  (19) 

Dies ist auch im Einklang mit (11)und dem Ausdruck fiir W beim 
nichtentarteten Gase. 
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Im anderen Grenzfalle grol~er Entartung, ~ negativ und dem Betrage 
sehr grofl, gilt nach F e r m i  fiir F(er und G(~) die andere 

~-].n.,e- ('~ + ~ ) " ,  
- -  , ~  = o, 1 1 

'~l. s ~ 

_ a + k T  ns a+k- -  ~ e e q - I  

n~ ~ ~ % o, a 1 

~ e  '~+k~ "~ e k r +  1 

folglich A--~ = n=-- (qTs) ~. (24) 

nach 
asymptotisehe Entwicklung 

F(~)  _ ( _ . ) 3 / 2  1 + + . . .  (20) 
3 ~'~ ~ ' 

8 [ 5~22_ . . . ] "  (21) 

Hieraus folgt gemal~ (16) und (17) fiir diesen Grenzfa]l tiefer Temperatur 

o~ = - -  2 ~ ,m k ~  + . . . . .  8 \:~ V ~  ~n~'~' T + " ' "  

-E o and die Nullpanktsenergie ~ pro Atom ergib~ sich zu 

E o 3 (6)~/~ h ~ {~u 

wie F e r m i  gezeigt hat. 
Um den Untersehied des Fermischen Gases yore E i n s t e i n - B o s e -  

sehen besonders deutlich zu maehen, betrachten wit noch die Schwankungs- 
eigenschaiten des ersteren. Hierbei ist das ganze Gas als im Kontakt 
mit einem grol~en Warmereservoir konstanter Temperatur zu denkem 
Und zwar wollen wir zuniichst das mittlere Quadrat der Schwankung 
z l  s ~ n ~ - - n 8  der Anzahl der Gasatome einer bestimmten Eigen- 
schwingung s berechnen. Es ist offenbar 

= 

and wir ermitteln die belden Terme der rechten Seite einzeln. Die 
Wahrscheinlichkei~ des Wertes ns (0 oder 1) ist nach dem oben 

~8 

Gesagten p~oportional zu e- (~ + iT) 's ,  also gilt 
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Nun betrachten wir allgemeiner die Sehwankungen J z  der Anzahl 
der Gasatome in elner Gruppe yon irgendwelchen Z nahe benachbarten 

Eigenschwingungen, etwa der Atome des am Beginn dieses Paragraphen 
betrachteten Energiebereiches (E, E ~- d E). Da, wie aus dem allgemeinen 
Ausdruck (8 a) ftir die Wahrscheinlichkeit elnes Mikrozustandes unmittelbar 
hervorgeht, die Sehwankungea versehiedener Eigenschwingungen von- 
einander unabh~ngig sind, and da wir die Unterschiede der ns fiir die 
versehiedenen betrachteten Eigensehwingnagen vernachlassigen kSnnen, 
gilt dana welter for die mittlere Gesamtzahl N.~ der 51nlekiile des 
betrachteten Bereiches 

-Yz ~-- Z n~, 

und fiir das mittlere Quadrat ihrer Sehwankung Az ~ ~ z -  

Einset.zen von (24) fiir z/~ ergibt 

oder 

A~ 

E i n s t e i n  fand dagegen, dall 
quadrat gegeben ist durch 

demnach 

Z 

1 1 
z (2,sa) 

in seiner Stafistlk dieses Schwankungs- 

1 1 

z 

In beiden Formeln entspricht das erste Glied den Schwankungen des 
klassischen idealen Gases, wie es bei voneinander statistiseh unabhangigen 
Gasmolektilen allein vorhanden w~re. Bei E i n s t e i n  entspricht ferner 
das zweite Glied den Interferenzsehwankungen des de Brogl ieschen 
Wellenfeldes und ist dort analog dem entsprechenden Glied in tier 
Schwankung der Energiedichte der schwarzen Strahlung. A u [ f a ] l e n d  
i s t  nun,  da~ d ieses  Gl ied  beim F e r m i s e h e n  Gas mi t  dem 
n e g a t i v e n  Vorze i ehen  a u f t r i t t :  Die Schwaakung des Fermischen 
Gases ist k l e i n e r  als die des klassischen idealen Gases gleicher Dich~e. 
Insbesondere verschwindet beim absoluten Nullpunkt die Schwankung 
trotz nichtversehwindender Dichte h~, da dann N z ~ Z wird. 

Vielleicht wird dieses Verhalten durch Annahme yon Phasen- 
beziehungen zwischen den verschiedenen de Brog l iesehen  Eigen- 
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schwingungen zu deuten sein, und so einen Fingerzeig geben fiir eine 
kiinftlge physikalische Erklarung der Grundannahme der F e rmi  schen 
Statistik und damlt auch der , "~quivalenzregel". 

w Die G a s s t a t i s t i k  ~iir A t o m e  mi t  Dreh impu l s .  Wir 
wollen nun die Be~rachtungen des vorigen Paragraphen fiir den Fall 
verallgemeinern, daft die Atome des betrachteten Gases Drehimpuls 
besitzen. Es ist in diesem Falle liir die Durchfiihrung der statistischen 
[lberlegung bequem, yon vornherein ein i~ul~eres achsensymmetrisches 
Krat'tfeld (z. B. Magnetfeld) angelegt zu denken, das eine Abhangigkeit 
der Energie der Gasaiome yon der 0rientierung ihrer Achsen zu diesem 
Kraftfeld and damit auch eine Richtungsquantelung hervorruft. Die 
Quantenzahl m, welche die Drehimpulskomponente des Atoms parallel 
zum i~ulleren Feld bestimmt, wird daun nur gewisse diskrete (halb- oder 
ganzzahlige) Werte annehmen, die durch - - j  ~ m ~ -~ j gegeben sind, 
wenn j die Gesamtimpulsquantenzahl des Atoms ist. I_hre Anzah|, das 
statistische Gewicht des Atoms, b e t r ~  G ~ 2 j ~- 1. Die zu einem 
bestimmten Wert yon m gehtirige Energie des (ruhenden) Atoms im 
aulleren Kra[tfeld wird mlt ~ bezeichnet. 

Wie bereits in w 2 hervorgehoben wurde, isi die sinngemiil~e Er- 
weiterung der )[quivalenzregel und der F ermischen Statistik fiir diesen 
Fall die, dal] zwei Atome mit verschiedenem m wohl in der gleichen 
Zelle des Translatlonsphasenraumes liegen k~nnen, zwel Atome mit 
gleichem m aber nlcht. In der Sprache der Eigenschwingungen bedeutet 
dies, dal] wir ~edem Weft yon ~yt besondere Eigenschwingungen zuordnen 
miissen. Zu einer bestimmten stationer miig]ichen Wellenliinge ~s and 

1 ( h ~ d e  s Atoms glbt es jetzt zugeordneten Translationsenergie ~s - -  2 m o \~s] 

G ~-erschiedene Eigenschwlngungen, den verschiedenen Werten yon m 
entsprechend (mit etwas versehiedenen Schwingungszahlen, die gegeben 
sind dureh hvs,~ ----- mo c2 4- ~ ~- era). Sind ns,,z Atome mlt der kine- 
tischea Energie ~.s und der Orientierungsquantenzahl m vorhauden, so 
sagen wit, der Freiheltsgrad (s, m) schwingt mlt der Energie as, m (~ + ~ ) .  
Wir werdeu dana also voraussetzen, da6 die Zah l en  ns,,~ n u r  die 
Wer te  0 und 1 a n n e h m e n  kSnnen ,  und da~ alle Mikrozustande, die 
den versehiedenen (nur diese Ziffern enthaltenden) Zahlenfolgen ns.m (bei 
gegebener (lesamtzahl der Atome und Gesamtenergie) entsprechen, gl6ieh- 

+j  
wahrscheinlich sind. Die Maximalzahl n s ---- ~ n,~,m der Atome in einer 

Zelle des Phasenraumes der Translationsbewegung ist also jetzt gleich G, 
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und wenn diese Maximalzahl erreicht ist, verschwindet ~otwendig das 

resultierende Impulsmoment dieser G Atome. 
Die Uberlegungen des vorigen Paragraphen lassen sieh nun genau 

tibertragen, die Relationen (9) und (11) bleiben bestehen und an Stelle 

yon (8'), (13) und (14) tritt :  

, ,T +~,~ = _ ~ o ~  i + ~ - (  ~ ~+'"~1~-,j 

t [ 2~(2,m) ' I ,  ~ l o g  l q - e - ( ~ + - T Y  - d E .  (25) 
- -  V h3 ' m = - i  

0 

, = v 2 , , ( 2 , , , ) " , ~ , [  V-~, ,~  
x - - - - ~ ]  ,,+.., h' T I  ~ -  .(2~) 

'~ ~"  ea~---k T - [ - I  ~ e '~'~ ~ ~ 1 

,,+,. ,,, " : o  J ~ -  +1 e kr -~- 1 e ~+ 

Im folgenden Paragraphen werden wir diese Relationen auI die 

Magnetisierung eines entarteten Gases anwenden, doch wollen wir bier 
zunaehst den Grenzfall eines verschwindenden ~ul3eren Feldes ins Auge 
fassen. Es wird dann E~ ~ 0, nnd die Summation tiber n, bewirkt ein- 
hch  eine Multiplikation des Einzelpostens mit G. Vergleiehen wlr daan 

W, 2V trod E bei gleiehem V und T und zunachst aueh bei gleiehem 
mit den entspreehenden Ausdrtieken fiir das Gas mit Atomen ohne Dreh- 
impuls, so sehen wit, daft alle diese Ausdriicke sieh mi~ G mnlfiplizieren 

(dasselbe wlrd dann aueh vom Druck 19 gelten). Unter Elimination yon 
ez ktinnen wir dies anch so ausspreehen: sind 

, ---~ N N ,"N T)  = 
freie Energie, Energie and Druek des (entarteten) Gases mit Atomen 
ohne Drehimpuls, so sind diese ZustandsgrSt]en fiir das Gas mit Atomen 
mit Drehimpuls nnd Gewieht G gegeben dureh 

= , G 1 ~ , T ) .  - 

Das  V e r h a l t e n  des l e t z t g e n a n n t e n  G a s e s  i s t  a lso  d a s s e l b e ,  
wie  w e n n  es ein G e m i s e h  von  G v e r s e h i e d e n e n  und s t a t i s t i s c h  
u n a b h [ n g i g e n  T e i l g a s e n  ohne A [ o m d r e h i m p u l s  yon  u n t e r -  

Zeitsehrift fitr Physik. Bd, XLI.  7 
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e i n a n d e r  g l e i c h e r  D ich te  (und g l e i c h e m  M o l e k u l a r g e w i c h t )  
ware .  Dieses Resulta~ scheint durchaus der /qatur der Sache zu ent- 
sprechen und diirfte, unabhangig davon, ob man slch fiir die Fe rmische  
oder fiir die E i n s t e i n - B o s e s c h e  Statistik entscheidet, Geltung bean- 

spruchen. Es ist gleichbedeutend mit der Annahme, dal] bereits bei 
beliebig schwaehen ~iul]eren Kraftfeldern semipermeable Whnde existleren, 

wetChe die Atome mit verschiedenen m-Werten zu trennen gestatten, und 
daft Gleichgewlcht auf beiden Seitea tier nur ffir Atome mit bestimmtem ~n 

durcht~.ssigen Wand besteht, wenn der Parfiaidruck d i e s e r  Atome auf 
beiden Seiten derselbe is~, unabhangig davon, ob auf einer SeRe noch 

a n d e r s  orientierte Atome vorhanden sind oder nicht. 

Eine merkwiirdige Fo]ge hiervon ist gema$ (28) die. daft in einem 
Gebiet, wo infolge der Entartung bei kons~anter Temperatur nicht mehr 
Linearit~t des Druekes mit der Dicl, te gilt, der Wert des Gasdruckes 
bei gegebener Dichte und Temperatur des Gases wesenfiich vom abso- 

luten Werte des statistisehen Gewichtes G der Atome abhi~ngt. Es 
entsteht z.B. die Frage, ob bei Vorhandensein eines Drehimpulses des 
K e r n e s  dessert verschiedene Orient.ierungen ebenfalls in G mif einbezog'en 
werden mtissen oder nieht 1). 

hn Sinne unserer statistischen Grundvoraussetzung bedeutet dies: 

Kiinnen zwei Afome, deren resultierender Drehimpuls der aul]eren Elek- 
tronenhiille gleichorientiert, deren Kernimpulsmoment aber versehieden 

oL4entiert is~, sich in derselben Zelle des Phasenraumes der Trans]utions- 
bewegung befinden oder nieht? [m ersteren Falle slnd in (28) die Lag'en 
der Kernimpulse im Werte yon G mit einzubeziehen, im zweifea Falle 

nicht. Fiir diese Frage diirfte es wohl wesentlich auf die GrfSe des 
Unterschiedes der WeehselwirkungskrfiKe zwischen den Atomen bei ver- 
schiedener Orientierung der Kernimpulse geg'eneinander aakommen. Es 
gibt abet zwei Mfglichkeiten: Eniweder nur die G e s c h w i n d i g k e l t ,  
mit tier das Gleichgewieht. sieh einstell~, h~ingt yon dleser Griige ab, 
und wenn man hinreiehead lange wartet, wird sieh stets der~enige Gleich- 
gewiehtsdruck einstellen; tier der vollen Mitberiicksiehtigung der Anzahl 
der Orientierungen des Kernes im G-Wert in (28) entsprieht. Oder 
aueh der schliel31ich erreichte Gleiehgewichtsdruck geht bei allmahlicher 
Zunahme des genannten Kriif~eunterschieds stetig fiber von demjenigen 
Wert, der sich gemafl (28) durch Einsetzen des Gewichts (; der ~ul~eren 

I) Vgl. hierzu A. Einstein,  Berl. Ber., I. c., wo im Falle der Gemische 
verschiedener Ga.~e auf iihnliche Schwierigkeiten bingewiesen wird. 
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Elektronenhiille allein bereehnet, zu dem obengenannten Werte. Theo- 

retisch diirfte sieh zwlsehen diesen beiden MiSglichkeiten erst entscheiden 

lassen, wenn uns eine physikalische Begriindung der ,,Aquivalenzregel- 

und damit auch der F ermischen und unserer Statistik bekannt sein wird. 

w 5. M a g a e t i s i e r u n g  t i n t s  e n t a r t e t e n  e i n a t o m i g e n  p a r a -  
m a g n e t i s e h e n  Gases .  A n w e n d u n g  auf Meta l le .  Ftir den Fal] 
der Magnetisierung eines Gases haben wlr fiir die Energie e~, des Atom~ 
zum iiuileren Magnetfeld der Sti~rke H speziell zu setzen: 

~,~ ~ -  - -  t u g , o H ,  (29) 
e h  

- -  eiu Bohrsches  wenn g der L a n d 6 s e h e  Faktor und ~t o 47tin oc 

Magneton ist. Fiir die Summation fiber alle m yon - - j b i s  @ j  gilt 

"~] ~,m = O, 
m = - j  

+J ~ 2 H 2 (~,,)~ ----_ ~ ~ , 

m =  - - j  

(30) 

wenn G = 2 j ~- 1 das statistisehe Gewicht und ~ ein effektives ma~ne- 
tisches Moment bedeuten, das gegeben ist durch 

t~ = 1 / j ( j  + 1)g/~ o. (31) 

Nach den Ergebnissen des vorigen Paragraphen ist die Gesamtzahl 
N mder  Atome mit einer bestimmten Orientierung ihrer Aehse zum Felde 
gegeben durch 

# ~ ~ - v  (2 # ~ t U / ) , ( 3 ~ )  -% V 

O k k T  + 1  

wenn F(g)  die in (15) definierte Funktion ist. Der Beitrag jedes dieser 
Atome zur Komponente des magnetischen Moments des Gases in der 
Richt,mg der Feldst~rke, multipliziert mit- deren Betrag H, ist gleb.h e,, : 
also gilt fiir die gesamte l~Iagnetisierung M des Gases ' ) :  

+J (2~m~ { ~" '), (33) 
r a =  - -  j h 'a  rn = - - . i  

1) Berechnet  man zuerst  die freie Energie ~F des magnet i s ie r ten  Gases ge- 
m~ifi (95) and bes t immt  sodann die Magae t i s ie rung  aus der thermodynamischcn  (3 

= -  , so ergibt  sieh [ lbere ins t immung mit  (33). Da- Relat ion M 5-H _'<, T, v 

gegen ist  der Energ ieuntersch ied  des Gases bei der Feldsti~rke H u n d  bei der 
Feldst/irkc 0 und gleicher  Tempera ta r  im a l lgemeinen nicht  mehr  g]-ich - -  ( M H ) .  

7*  
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und ~ ist zu bestimmen aus der Relation 

N = ~ N.~  = = n~~ k T)3/2 + J 
=-j h ~ ~ + ~-T- " 

'TI~ = -- 2 " 

Bei den praktisch vorkommenden Feldst~rken H kann stets F(er + ],;~) 

nach Potenzen yon H (d. h. yon era) entwiekelt  werden, und es geniigt, 
mit  dem ersten Gliede abzubrechen. Aus (34) entnimmt man dann zu- 
nRchst mi~ Riieksich~ auf (30), dal~ sich bei gegebenem iV der Wer t  yon c~ 

yon dem gema]~ 
.V : G V (2 Ygtll~ 

h3 F (~) (34') 

bereehneten, bei der Feldsttirke Null geltenden, nur um Gr61]en der 
0zdnung H 2 unterscheidet. Dies kann bei der Ermit t lung yon 3 / a u s  (33) 
vernachlassigt werden, und man erhalt in erster Ngherung 

+j  
M H  = - -  V (2 ~n~~ 1 . F ' ( ~ z ) ~ ,  

h 8 kT .~=_j 

also mit  Riieksieh~ auf (30): 

(2 zmokT)3h 1 ~ H  1 ~ H  --F'(~z) (35) 
M - - - - - - -  G V  3 k T F ' ( c ~ ) = N 3  kT F(a) 

und fiir die Suszeptibilitat Z (Magnetisierung pro Volumeneinheit und bei 
Feldstarke 1): 

( 2 ~ m o k T ) S h  1 ~s E '  N 1 /~s - - F ' ( ~ )  (35') 

- -  F '  (~) 
Da gemRl] w 3 fiir hohe Temperaburen F ( ~ )  = e -% also ~ ~ 1 

gilt, fiihren (35) und (35') in diesem Gebiet wieder auf das C u r i e s e h e  
Gesetz, wie es sein mult. Im  anderen Grenzfall des absoluten Null- 

N die punkts erhalt man aus (20) mad (22) [vgl. auch (28)], wean n = 

Zahl der Atome pro Volumeneinheit bedeutet:  

--E'(~z) 3 1 __ 12 /~r\213 mokT 
F(~) ~ (--~) k~) h ~ (,~la)~l~" 

Also wird bier 

(~~'% ~s '~'/3 m~ (fiir T = 0), (36) 
Zo = 4 \ 6 }  G'-/~ h. 2 
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oder mit Eintiihruag der ~qullpunktsenergie ~o E~ pro Atom (und bei 

Feldst~rke l~ull) wegen (23): 
( ~ , 3 6 n ,~-/s h 

8 n ~2 (36') 
Zo = 10 e o 

Das heiflt, es erfolgt beim absoluten Nullptmkt keine S~t igung,  sondern 

die Suszeptibilit~t behMk einen endlichen Restwert. 

Wie berelts in w 2 angegeben, wollen wir nun als provisorisches 

Modell die Leltungselektronen im Metall, die wir mlt den Valenzelek- 

tronen identifizieren, als ideales Gas behandeln. Wie man leicht nach- 

rechaet, ist dieses bei der tats~chlich vorkommenden Diehte dleser Elek- 

tronen stets als vSllig eatartet anzusehen, und man kann die Formel (36) 

anwenden. Wenn der Atomrest, der yon den iibrigan Elektronen des 

Atoms zusammen mit dem positiven Kerne gebildet wird, eine ab- 

g'esehlos~ene~S_6hale bildet, wlrd dleser keinen Paramagnetismus ergeben. 

Dagegeh wird. voa  dem gem~B (36) bereehneten Teile der Suszeptibillt~ 

stets noeh der yore diamagnetischen Induktionseffekt sowohl des Atom- 

restes wie der Leitungselektronea herriihrende Tell zu "subtrahieren sein. 
Nehmen wit  als Beispiel die Alkalimetalie. Dann ist im Ausdruek (31) 

fur ~ zu setzen: 

j ~__ 1/~, g = 2, also G = 2, ~ = ~3-tzo, ~o = 0 ,921 .10 -~% 

~o gleieh der Elektronenmasse 9 , 0 2 . 1 0  -2s ,  und n ist der Anzahl der 

Metullatome pro Volumeneinheit gleiehzusetzen. Wird  n in em - 3  

gemessen, so ergibt sieh aus (36) zunaehst 

Zo = n %  2 , 2 0 9 . 1 0  -1~. 

Bei Durehlaufen der Re[he der AlkalhnetaUe in der Relhenfolge waehsen- 

der Atomnummern yon Na bis Cs nimm~ n~13 yon etwa 3 . 107 cm -1  his 

2 .107  em -1 ab. Es ergeben sich sehlieBlieh die folgenden theoretischen 

Werte fiir Zo, die mit den daruntersteheaden beobaehtetea zu ver- 

gleichen sind : Na K Rb 0s 

(Z0)b~. = (6,57; 5,2; 4,88; 4,54).  10 -7 ,  

(Z0)b~ob.= (5,8 , 5,1; 0,6 ; - - 0 , 5  ) . 1 0  -7~). 

1) Die beobachteten Werte der Suszeptibilit~ten and die Werte der Dichtea, 
die zur Bestimmung yon ntl~ benu~zt sind, wurden aus L a n d o l t - B 6 r n s t e i n ,  
Physik.-chem. Tabellen, entnommen. Vgl. ferner W. Sucksmi th ,  Phil. Mag. (7} 2, 
21, 1926, wo insbesondere der Verlauf der Suszeptibilitiit beim ~bergang yore 
festen zum fliissigea Zustand der Alkalimetalle untersucht wird. 
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Dazu ist zunachst zu bemerken, dal] die gemal] (36) berechneten 
Werte yon Zo ebenso wie die beobachteten wesentllch kleiner sind, als 
sie bei Anwendung der Langev inschen  Formel und Annahme yon 
einem Magneton pro Elektron berechne~ w~irden; zweitens, da~ die GrSl]en- 
ordnung der berechneten Werte durchaus vergleichbar ist mit dem 
Betrag, der fiir den diamagnetischen Antefl der Suszeptibilitat zu erwarten 
ist. Es en~spricht daher auch den theoretischen Erwartungen, dab die 
beobachteten Werte kleiner sein miissen als die berechneten. Da ferner 
der diamagnetische Anteil seinem Betrag nach mit dem ~tomquerschnitt, 
also mit der Atomnummer w~chst, wirkt er ebenfalls im Sinne einer 
Abnahme des Gesamtwertes der Suszeptibilit~t mi~ der Atomnummer, 
und man sieht in der Tat, dal] beim Cs der diamagnetische Anteil den 
paramagnetischen bereits iiberwiegt. 

N[ehr als Ubereinstimmung in der GrSl]enordnung ist bei dem 
provisorischen Charakter des ~dealen Gasmodells fiir die Leitungselek- 
~ronen im Metall nicht zu erwarten. Insbesondere wlrd es far eine Theorie 
des allmahlichen Ubergangs der Suszeptibilit~t beim Schmelzen und Ver- 
dampfen des ]~etalls in den nach dem Curieschen Gesetz (Unabh~ngig- 
keit der Na-Atome voneinander) berechueten Wert erforderlich sein, die 
auf die Valenzelektronen wirkenden Kr~fte wesentlich zu beriicksichtigen. 


