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Uber Gasentartung und Paramagnetismus.
Von W, Pauli jr. in Hamburg.
(Eingegangen am 16. Dezember 1926.)
Die auf einer Verallgemeinerung der ,Aquivalenzregel* des Atombaues beruhende,
von Fermi herriihrende Quantenstatistik des einatomigen idealen Gases wird auf
den Fall von Gasatomen mit Drehimpuls erweitert und auf die Magnetisierung
solcher Gase angewendet. Betrachtet man die Leitungselektronen im Metall als
entartetes ideales Gas — was gewil nur als ganz provisorisch anzusehen ist, fiir
den vorliegenden speziellen Zweck aber erlaubt sein mag —, so gelangt man anf
Grund der entwickelten Statistik zu einem wenigstens qualitativen theoretischen
Verstindnis der Tatsache, daf trotz des Vorhandenseins des Eigenmomentes des
Elektrons viele Metalle (insbesondere die Alkalimetalle) in ihrem festen Zustand
keinen oder nur einen sehr schwachen und annihernd temperaturunabhingigen
Paramagnetismus zeigen.

§ 1. Ubersicht iber den gegenwirtigen Stand der Gas-
entartungsfirage. Von den Theorien der Gasentartung ist in letzter
Zeit besonders die Einsteinsche Theoriel) viel diskutiert worden, die
auf der Annahme einer weitgehenden Analogie von Molekiilgas und
schwarzer Strahlung (Lichtquantengas) berubht. Uwm diese Analogie
durchzufiihren, iibertrigt Einstein eine zuerst von Bose?) fiir das Ver-
halten der Lichtquanten vorgeschlagene statistische Annahme auf das
materielle Gas. (Hier' und im folgenden wird es sich stets um einatomige
(Gase handeln, bei denen von den mechanischen Wechselwirkungskriften
zwischen den Atomen herriihrende und von der freien Wegliinge abhingige
Effekte vernachldssigt werden.) Diese Annahme involviert eine statistische
Abhingigkeit der Gasatome voneinander und laft sich folgendermaBen
formulieren: Man teile den Phasenraum eines Gasatoms in Zellen von
der Grofle 7% und zwar so, da8 diese Zellen in bezug auf die Lagen-
koordinaten der Partikel das ganze Volumen ¥ des Gases umfassen,
also der Raum der Impulskoordinaten des Gasatoms in Zellen vom
Volumen %3/ V geteilt wird. Dann soll ein mikroskopischer Zustand des
(ases durch die Angabe definiert sein, wie viele Atome sich in jeder Zelle
befinden, gleichgiiltiz, welche individuellen Atome dabei im Spiele sind,
und alle so definierten mikroskopischen Zustinde sollen gleich wahr-
scheinlich sein.

Schrodinger?®) hat sodann gezeigt, daB diese Statistik des idealen
Gases auch in einer anderen Weise dargestellt werden kann, bel der, statt

1) A. Einstein, Berl. Ber. 1924, 8.261; 1925, S. 3.
?) 3.N.Bose, Z3. f. Phys. 26, 178, 1924
5) E. Schrédinger, Phys. ZS. 27, 95, 1926.
Zeiischrifi fir Physik. Bd. XLI. 8
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von den (asatomen selbst, von den Eigenschwingungen der ihnen zu-
geordneten de Broglieschen Wellen die Rede ist. Die zuniichst etwas
befremdende Bosesche Annahme iiber die Gleichwahrscheinlichkeit ge-
wisser mikroskopischer Zustinde des Gases wird hierbei auf die Art der
Zuordnung eines Wellenfeldes zur Gesamtheit der Gasatome zuriickgefiihrt
und als besondere Annahme entbehrlich. Wir kommen hierauf in § 3
zuriick, mochten aber hier bemerken, daB wir die ,korpuskulare“ und
die ,wellenmiBige¢ Darstellung der Theorie als zwei gleichberechtigte
Beschreibungsweisen des statistischen Verhaltens des Gases auffassen
wollen, ohne der einen vor der anderen den Vorzug zu geben.

Eine von der Einsteinschen verschiedene Theorie der Gasentartung
ist kiirzlich von Fermi ') aufgestellt worden. Dieser Verfasser fiihrt eine
statistische Abhingigkeit der (Gasatome voneinander (bei Benutzung der-
selben Einteilung des Phasenraumes in Zellen wie der oben beschriebenen)
durch die Annahme ein, daf Zustinde, bei denen sich mehr als ein
Atom in derselben Zelle befindet, nicht vorkommen kénnen.
Diese Annahme ist von Fermi in Analogie zu einer vom Verfasser zur
Deutung der Komplexstruktur der Spektren und des Schalenabschlusses
im periodischen System der Elemente aufgestellten Regel eingefiihrt
worden, die besagt, daB in einem Atom niemals zwei Elektronen vor-
kommen konnen, fiir die alle vier Quantenzahlen, die ein Elektron (in
einem Huferen Kraftfeld) charakterisieren, iibereinstimmen. Gem#af der
physikalischen Deutung der vierten Quantenzahl durch Goudsmit und
Uhlenbeck als bedingt durch den Eigenmagnetismus des Elektrons kénnen
wir den Sinn dieser Regel in die Aussage zusammenfassen, daf in einem in der
Natur realisierten Quantenzustand eines Atoms nicht zwei Elektronen vor-
kommen konnen, die (nach Aufhebung der Entartung durch ein Hufleres
Kraftfeld) sowohl hinsichtlich ihrer Translationsbewegung als auch hin-
sichtlich ihres Eigenmagnetismus kinematisch vollkommen #quivalent
sind. Es moge diese Regel daher im folgenden kurz als ,Aquivalenz-
regel“ bezeichnet werden.

Um die Frage, welcher von den beiden genannten Theorien der
Gasentartung der Vorzug zu geben ist, diskutieren zu konnen, miissen
wir die letzte Entwicklung der Anwendung der Quantenmechanik auf
Systeme, die aus mehreren vollkommen gleichen Partikeln bestehen, kurz
beriihren. Heisenberg?) hat gezeigt, dab tiir solche Systeme die Quanten-

1) E. Fermi, ZS. f. Phys. 36, 902, 1926.
%) W.Heisenberg, ZS. f. Phys. 38, 411, 1926, 39, 499, 1926.
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mechanik verschiedene Losungen zulaft, derart, daf die Gruppen von
stationiren Zustinden des Aftoms, die diesen verschiedenen Lisungen ent-
sprechen, nicht miteinander kombinieren und auch auf keine Weise durch
duflere Einwirkungen ineinander iibergefithrt werden konnen. Nur bei
einer dieser Lsungen, fiir deren Auswahl Heisenberg eine bestimmte
allgemeine Vorschrift angegeben hat?), ist die ,Aquivalenzregel* erfiillt,
und es kann als empirisch sicher angesehen werden, daff nur diese Losung
in der Natur realisiert ist. (Speziell beim He wird durch das Aus-
schliefen der zweiten Liosung der Tatsache Rechnung getragen, daB das
totale magnetische Moment im Normalzustand des He-Atoms verschwindet.)
Es ist somit erwiesen, daff die Quantenmechanik mit der Aquivalenzregel
nicht im Widerspruch steht. Andererseits fehlt fiir diese spezielle Aus-
wahl aus den Lijsungen der quantenmechanischen Gleichungen und damit auch
fiir die Aquivalenzregel immer noch eine befriedigende theoretische Begriin-
dang. Ganz unabhéngig von der Beantwortung dieser wichtigen Frage hat
jedoch Dirac?) weiter gezeigt, da die Anwendung der genannten Auswahl-
vorschrift fiir die quantenmechanischen Lisungen auf das ideale Gas zwang-
laufig auf die Fermische Statistik fithrt. Betrachtet man namlich die
stationdren Zustinde des ganzen Gaskorpers bel Vorhandensein schwacher
Koppelungskrifte zwischen den Gasatomen, so ergibt die gemif dieser Vor-
schrift ausgewihlte quantenmechanische Lsung zu jedem gem#l der Fermi-
schen statistischen Abzihlung zulissigen , Mikrozustand® des idealen Gases
gerade einen gequantelten Zustand des ganzen Gaskorpers und umgekehrt.
Fermis statistische Grundannahme erscheint demnach auch vom Stand-

1) Hat man ein System aus )\ Partikeln, mit den Lagenkoordinaten g, ... gy S0
wird jedem Quantenzustand des Systems nach Schrédinger eine Funktion
wigy .- qf) zugeordnet, die einer von ihm angegebenen Differentialgleichung ge-
niigt. Wir wollen diese (vom reinen Wellenstandpunkt aus wohl kaum verstind-
liche) Funktion im Sinne der von Born in seiner StoBmechanik (ZS. f. Phys. 87,
863, 1926; 38, 803, 1926) vertretenen Auffassung des ,Gespensterfeldes folgender-
maflen deuten: Es ist |y (¢; ... 45 2dg --. dg, die Wahrscheinlichkeit dafir,
daf im betreffenden Quantenzustand des Systems diese Koordinaten sich zugleich
im betreffenden Volumenelement dgy ... dgf des Lagenraumes befinden. Die im
Text erwidhnte Vorschrift fir die Charakterisierung der in der Natur realisierten
Liosung im besonderen Falle N gleicher Partikel besagt nun, daf die zu-
gehorige Funktion y das Vorzeichen dndern soll, wenn man die Koor-
dinaten je zweier Partikeln vertauscht. Hahen die Teilchen wie die Elek-
tronen einen BEigenimpuls, so miissen zu den drei Translationskoordinaten fiir jede
Partikel noch weitere den Rotationsfreiheitsgraden entsprechende Koordinaten hin-
zugefiigt werden und die Vertauschuag der Koordinaten je zweier Partikeln mubl
dann fiir jede Partikel alle Freiheitsgrade zugleich betreffen.

2) P.A.M. Dirac, Proc. Roy. Soc. (A) 112, 661, 1926. In dieser Arbeit
sind die erwidhnten Heisenbergschen Resultate zum Teil unabhingig entwickelt.
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punkt der Quantenmechanik aus als die konsequente Verallgemeinerung
der ,Aquivalenzregel“ beim Kernatom. Da es wohl kaum widerspruchs-
frei moglich sein diirfte, bei verschiedenen materiellen Systemen die Aus-
wahl der in der Natur realisierten quantenmechanischen Losung aus den
mpglichen Losungen nach verschiedenen Gesichtspunkten zu treffen,
wollen wir hier den auch von Dirac verfochtenen Standpunkt vertreten,
daf beim materiellen Gas die Fermische und nicht die Ein-
stein-Bosesche Statistik die zutreffende ist.

Falls dies zutrifft, ist allerdings die von Einstein postulierte voll-
kommene Analogie zwischen dem statistischen Verhalten des materiellen
Gases und des Lichtquantengases zerstort, was zunichst als ein schwer-
wiegendes Argument gegen die Fermische Statistik erscheint. Man
muf aber andererseits bedenken, daB sich materielle Systeme (z. B. ein
Kristallgitter) allgemein hinsichtlich des Vorbandenseins einer Nullpunkts-
energie von der Strahlung unterscheiden, und daB gerade in diesem Punkt
die Fermische Statistik zu befriedigenderen Ergebnissen fithrt als die
Einstein-Bosesche!). Jedenfalls scheinen zwischen elektromagnetischer
Strahlung und Materie auch vom Standpunkt der Quantentheorie aus
Unterschiede zu bestehen, die in der universellen Bestimmtheit der Ge-
schwindigkeit ¢ aller Lichtquanten im Gegensatz zur variablen Phasen-
geschwindigkeit ¢*/v der Materiewellen sowie auch in dem (hiermit viel-
leieht zusammenhingenden) Umstand zutage treten, dal bei mehreren
bewegten Materiepartikeln eine Darstellung des de Broglieschen Feldes
sich (wenigstens bisher) nur im mehrdimensionalen Raume als moglich
erwiesen hat, wihrend das elektromagnetische Feld auch bei Vorhanden-
sein vieler Lichtquanten im gewidhnlichen dreidimensionalen Raume be-
schrieben werden kann. Die von de Broglie entdeckten Analogien
zwischen Materie und Strahlung legen es allerdings nahe, die Lichtquanten
und ihr Wellenfeld als Grenzfall der Materieteilchen und ihres Wellen-
feldes zu betrachten, das man erh#lt, wenn man bei vorgegebenem Impuls
der Partikeln ihre Geschwindigkeit gegen die des Lichtes und ihre Ruh-
masse gegen Null konvergieren 1ift. Um diesen Grenziibergung in unserem
Falle durchzufithren, miifite jedoch erst bekannt sein, wie in der Formu-
lierung der Quantenmechanik mehrerer gleicher Partikeln der endlichen
Ausbreitungsgeschwindigkeit der Kraftwirkungen (Retardierung der
Potentiale) Rechnung zu tragen ist.

§2. Problemstellung. Bei dieser Sachlage scheint es angemessen,
weitere physikalische Folgerungen aus der Fermischen Statistik zu ziehen.

1) Vel. hierzu auch E.Schridinger, Berl. Ber. 1926, S. 23.
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Im folgenden soll insbesondere versucht werden zu zeigen, wie
auf Grund dieser Statistik die Tatsache, dal viele Metalle
diamagnetisch oder nur sehr schwach paramagnetisch sind, mit
dem Vorhandenseineines magnetischen Moments des Elektrons
in Einklang gebracht werden kann. Hierbei sollen die Leitungs-
elektronen in den betreffenden Metallen als ideales Gas betrachtet werden,
d. h. es soll von den Kriften, die auf die Leitungselektronen wirken, ab-
gesehen werden®). Dies ist gewif nur eine grobe Anniherung und wird
durch ein genaueres Modell der Metalle ersetzt werden miissen; es ist
jedoch micht unwahrscheinlich, daf der hier vorgeschlagene Erklirungs-
versuch wenigstens hinsichtlich der qualitativen Seite des Phinomens
das Richtige trifit.

Um nun die Fermische Statistik auf das ,Elektronengas* anwenden
zu konnen, mufl sie zunichst auf den Fall erweitert werden, dafl die Gas-
atome einen Drehimpuls besitzen (§ 4). Wir denken uns sodann ein
dnleres Kraftfeld angelegt, das eine Richtungsquantelung der Atome in
diesem Felde bewirkt. Fiir diesen Fall wollen wir in Analogie zum
Verhalten der Elektronen im Kernatom Fermis statistische Grundannahme
folgendermaflen formulieren: Zustinde, bei denen sich mehr als
ein Atom in derselbenZelle (desPhasenraumesder Translations-
bewegung) befindet, k6nnen nur dann nicht vorkommen, wenn
die Impulsachsen dieser Atome gleichgerichtet sind, d. h. wenn
die Quantenzahl m, welche die Komponente des Impulses in der Richtung
des dufleren Feldes festlegt, bei diesen Atomen denselben Wert hat; zwei
Atome mit verschiedenen m konnen dagegen wohl in dersclben
Zelle des Translationsphasenraumes liegen.

Im Grenzfall hoher Temperaturen bzw. kleiner Dichte, wo die
klassische Zustandsgleichung des Gases zutrifft und die kinetische Energie.
die benachbarten, merklich oft besetzten Zellen entspricht, relativ nur
wenig verschieden ist, wird sich gemiB dieser Vorstellung am gewdhn-
lichen Verhalten des Gases im Magnetfeld (Curiesches Gesetz) praktisch
nichts #ndern. Im anderen Grenzfalle eines stark entarteten Gases (man
kann der Einfachheit halber an den absoluten Nullpunkt denken) werden
dagegen die Zellen, die einer kleinen kinetischen Energie der Atome ent-
sprechen, vielfach voll besetzt sein. Nach unserer Voraussetzung ist
Jedoch die volle Besetzung einer Zelle nur moglich, wenn jede mogliche
Orientierung des Atoms gerade einmal vertreten ist, und hierbei ver-
schwindet das resultierende Moment aller Atome der Zelle. FEine Magne-

1) Vgl. auch A Einstein, Berl. Berl. L c.
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tisierung wird nur méglich sein, wenn ein Teil der Atome aus den be-
treffenden Zellen entfernt wird (,angeregt® wird), was aber im allgemeinen
eine Erhghung der kinetischen Energie des Gases zur Folge haben mus.
Man sieht, daB in analoger Weise, wie die ,Agquivalenzregel“ das not-
wendige Fehlen eines magnetischen Moments im Normalzustand des
He-Atoms nach sich zieht, die aus dieser Regel durch Verallgemeinerang
entstandene Grundannahme der Fermischen Statistik eine starke Er-
schwerung der Magnetisierung eines entarteten (iases, dessen Atome ein
magnetisches Moment tragen, zur Folge hat. Die genauere Durchiiihrung
der Rechnung (§ 5) wird in der Tat zeigen, dal nach der hier ent-
wickelten Theorie ein solches Gas beim absoluten Nullpunkt (im Gegen-
satz zu den gewochnten Vorstellungen, gem#f denen in diesem Falle
Sattigung eintreten sollte) nur eine konstante Restmagnetisierung auf-
weisen soll, die iiberdies beim Elektronengas sehr gering ist.

Im folgenden § 3 soll znnichst die Fermische Statistik nach der
Schridingerschen Methode der Eigenschwingungen dargestellt und durch
Schwankungsbetrachtungen erginzt werden.

§3. Anwendung der Methode der Eigenschwingungen auf
die Fermische Statistik. Schwankungseigenschaften desGases.
In einem der Einfachheit halber als wiirfelformig vorausgesetzten Volumen
V — 18 sind nurde Brogliesche Wellen mit bestimmten Wellenliingen 4 und
bestimmten Wellenrichtungen relativ zu den Wiirfelkanten stationir moglich,
fiir welche sich stehende Schwingungen ausbilden konnen, deren Knoten-
flichen gerade zwischen den Wiirfel winden Platz finden konnen. Fiir gegen-
iiber 1 kleine Werte von 1 ergibt sich auf diese Weise die Zahl der Eigen-
schwingungen, deren Wellenlinge zwischen 4 und 4 4 d1 liegt, nach
einer wohlbekannten Betrachtung zu

4 1
Z(h 4+ dA) = V%‘d(ﬂ. 1)
Nach de Broglie ist nun die Wellenlinge 4 dem Impuls p == me
des Atoms zugeordnet gemdf N )3
= 2
Fitbren wir noch die kinetische Energie ¥ — ?)1)—— des Atoms ein, so ist

<]

also gemif (1) die Zahl der Eigenschwingungen, die einem Bereich
E, E - dE dieser Energie zugeordnet ist, gegeben durch

Z(E, E+dE) = Vi; @mE)d 2 mE):

oder 2 (2 m)®l2

Z(E B+ dB) = V——5—— E':dL )
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Diese Dichte der Eigenschwingungen in der Skale der kinetischen
Energie ist fiir das Gas charakteristisch. Die einzelnen diskreten Werte
der kinetischen Energie, die den Eigenschwingungen entsprechen, mogen

mit ¢, &, ..., &, ... bezeichnet werden.

Wenn kein, ein, zwei, ..., #;, ... Atome mit der Energie g vor-
handen sind, so sagen wir mit Schrddinger, der s-te Freiheitsgrad
schwingt mit der Energie 0, &;, 2&,, ..., %58, ... FEin mikroskopischer
Zustand des Gases wird dann dadurch beschrieben sein, daf man die
Werte aller Zahlen n,, %,, ..., ng, ... angibt.

Offenbar muf die Summe iiber alle %, stets der vorgegebenen Ge-
samtzahl der Atome gleich sein:

N = > u,. (3)
8

Weiter nimm$t Schrédinger an, da bei gegebenem Volumen V¥ und
gegebener Gesamtenergie

E = 2 Mg & “4)
S

alle Zahlenfolgen (n,, #,, ..., %5, ...), die den Bedingungen (3) und (4)
geniigen, gleich wahrscheinlich sind *). Diese Annahme entspricht genau
der Einstein-Boseschen Statistik, denn eine Eigenschwingung entspricht
einer Boseschen Zelle des Phasenraumes, und bei Beschreibung des Gas-
zustandes durch bloBe Angabe der Zahlen n; ist bereits auf jede Aus-
sage dariiber, welche individuellen Atome den verschiedenen Eigen-
schwingungen assoziiert sind, verzichtet, und hierin ist die statistische
Abh#ngigkeit der Gasatome voneinander enthalten.

Wenn wir nun statt der Einstein-Boseschen die Fermische
Statistik zugrunde legen wollen, werden wir verlangen miissen, dafl die
Zahlen n; keine anderen Werte annehmen kénnen als O und 1.
Denn im Falle 5, > 1 wire ja mehr als ein Atom derselben Eigen-
schwingung assoziiert, also wiirde, in der ,korpuskularen® Ausdrucks-
weise, mehr als ein Atom sich in derselben Zelle des Phasenraumes be-
finden, was nach Voraussetzung nicht stattfinden soll. Wir werden
sonst aber weiter annehmen, daf alle den Bedingungen (3) und (4) ge-
niigenden Zahlenfolgen (n,, #,, ..., %, ...), welche nur die Ziffern 0 und 1

1) LéaBt man Zerstrahlungsprozesse der materiellen Teilchen zu, so ist im
Gleichgewicht die Anzahl der Atome pro Volumeneinheit allein von der Temperatur
abhiingig. In diesem Falle ist die einschrinkende Bedingung (3) fallen zu lassen.
Fiihrt man die folgende Uberlegung mit dieser Modifikation durch, wobei natiirlich
die Ruhenergie mgc? der Teilchen mitberiicksichtigt werden muB, so erhdlt man
leicht die von Stern, ZS. f. phys. Chem. 120, 60, 1926, abgeleitete Formel fiir
die Dichte der Materie im Gleichgewicht mit der Strahlune
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enthalten, gleich wahrscheinlich sind. Ist W die Anzahl dieser Folgen,
go ist die Entropie S des Gases gegeben durch
S = klogW

oder Stk — W. ’)

Es ist bekannt, daf man sich von der Bedingung (4) dadurch be-
freien kann, daf man gemil

—3 XN
eSh—FE = SVe ' s (6)
7,

einen Parameter f§ einfiihrt, der der Bedingung geniigt, daB der Aus-
druck (6) bei festem B und festen &, 4. h. festem V, nach E differenziert,
verschwindet:

(g%) B =0 oder ,3—_—%,. (6)

Da durch E— TS die freie Energie ¥ definiert ist, kann man an

Stelle von (6) auch schreiben:
¥

¢ T — 2'617‘1-5"‘?”853. (7)
g

Der Akzent am Summenzeichen in (6) und (7) bedeutet, dal die n, die
Nebenbedingung (3) einhalten miissen. Bekanntlich ist die physikalische
Bedeatung des Uberganges von (5) zu (7) die, daB man die mikro-
kanonische Verteilung, bei der die Energie genau vorgeschrieben ist,
ersetzt durch die kanonische Verteilung, bei der die Energie vom vor-
gegebenen Wert £ #uberst steil abfillt, und zwar so, da8 sie nur in
einem Spielraum der relativen Gréfenordnung —A—ET ~ Vl_—l\_r merklich von
Null verschieden ist. Man zeigt auch, daB die gem#B (7) definierte
Entropie sich von der durch (5) definierten nur um Betrige der relativen

unterscheidet.

. log
GroBenordnung ¥
Der Grund, warum wir diese bekannten Tatsachen so ausfiihrlich
besprochen haben, ist der, weil die Weise, wie man sich von der (fiir die
Ausrechnung #uberst unbequemen) Nebenbedingung (3) befreien kann,
der Umgehung der Nebenbedingung (4) beim Ubergang von (3) zu (6)
vollkommen analog ist. Man fithre an Stelle der Einhaltung der Neben-
bedingung (3) bei der Summation einen Parameter o ein und setze

— X {en +£8.ﬂ &g
( +aV) 20 s( § LT)_HZ ns(a+~—v— (b)

Ha
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mit der zu (6") analogen Zusatzbedingung

1 /0%

S = 0. Y

kTQNLW+“ ®)
In (8) ist jetzt iiber alle nur die Ziffern O, 1 enthaltenden Zahlenfolgen
(®y, ..., Mg, ...) ohne weitere Nebenbedingung zu summieren. Der letzte

Ausdruck in (8) rechtfertigt sich dadurch, daB statt der Summenbildung
im Exponenten ein Produkt iiber die Potenzen mit den einzelnen Sum-
manden geschrieben werden kann. Es bedeutet dies die Einfiihrung
einer ,kanonischen Verteilung® nicht nur der Energie, sondern
auch der Anzahl der vorhandenen Gasatome, bei welcher diese
zwar nicht genau vorgegeben ist, aber ein aufierordentlich steiles Maximum
aufweist, derart, daB sie nur in einem Spielraum der relativen GriSen-

ordnung 41—\7-,— ~ i/l—l—\f merklich von Null verschieden ist. Auch unter-
scheidet sich wieder die gemif (8) definierte freie Energie von der durch

(7) definierten nur um Groflen der relativen Ordnung k)gT 1.

1) Um dies einzusehen, kann man etwa wie folgt verfahren: Esseiv, (N, T,T)
die durch (7), v, (N, T, V) die durch (8) und (9) definierte freie Energie. Wir
haben dann die Formel (8) so zu interpretieren, dal die Wahrscheinlichkeit eines

mikroskopischen Zustandes, der durch eine gewisse Zahlenfolge (n,, ..., Mgy =)
- (amE + E;::a)
8 Um die Wahr-

gekennzeichnet ist, proportional ist zn Ee
ng
scheinlichkeit, mit der eine gewisse Gesamtzahl N — E"s der Molekiile gemif
8§
dieser Vertgilung vertreten ist, zn ermitteln, haben wir iiber alle moglichen zu
diesem N gehorigen n-Folgen zu summieren. Nach der Definition von vy, er-
halten wir also die Verteilung der Gesamtzahl der Atome zu

[ ¥, 7, V)]
~leN + —5—
W(N) — const.e kT (a)
Bei festem « hat nun W (N) ein Maximum an der durch
1 bw[) . ‘g
“+ 7 (6% ny = @

bestimmten Stelle N — 17 Wir entwickeln nun den Ausdruck im Exponenten

von (a) an dieser Stelle in eine Taylorreihe nach o — N-—N. Das lineare
Glied verschwindet und das quadratische, mit dem wir die Niherung abbrechen

1 (2 4?2 .
wollen, lantet ¥T (W)N:K 5 Also wird
X °2¢') o=l
W(d) = const.e ¥T\ON/N=NZT (b)
und daraus (4 )2_ kT ©
<Y e
92 ?
T
N r v, N=N
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Wir konnen nun die zur Bestimmung von o dienende Relation (9)
noch etwas umformen. Differenzieren wir (8) logarithmisch nach N,
so kommt

Ense'"s(“ﬂi})

Z%(g_?\f TV tat N<g%r>1‘,r: <g—gr>TvV. ; . n (w+i)
S s\t

g

was in der Tat von der Grofienordnung 1/N ist. Um nun noch die zweite Be-
hauptung des Textes zu verifizieren, summiere man in (8) zuerst iiber diejenigen
Zustinde (nq, ..., Ngy - - -), die zu einem bestimmten N gehoren, und hernach erst
iiber alle moglichen N. Man erhélt dann

(vr-,, . v) [ A r)]
— = el —te —_——
¢ VBT — e ET
— A\Y
oder mit N — N — /:
_tu [ L N+ 4, T,I‘)] Y (51,7 1 22 (321;;,)
KT —1« : Y T o kT \aN2/N=N
e :26 kT ~ ¢ kT Ee 2k °‘\9‘\_N,
4 4
also
Yu— ¥ +°°_z_131_(°2 ‘h) _
e KT 2 ET\ON?/N=N ;4. _1/27kT
5277”()’
2 (53
daher
Yu— ¥ :——lglog 271:],‘.T’
¥ k4t 2y,
=)
log ¥

was in der Tat von der Ordnung - ist. Hochstens von dieser Ordnung ist

auch der Fehler, der daher riihrt, daf man den «-Wert aus (9) mit Verwendung
von vy statt aus (9') bestimmt.

Schridinger, Phys. ZS. L c., fithrt die entsprechenden Abschiitzungen
mittels der komplexen Integrationsmethode von Darwin und Fowler darch. Wir
michten hier aber betonen, dafi das von diesen Verfassern benutzte Appro-
ximationsverfahren zur Auswertung der komplexen Integrale vom physikalischen
Standpunkt aus als eine besondere Weise betrachtet werden kann, den Zusammen-
hang der mikrokanonischen und der kanonischen Verteilung und der beiden
zugehirigen statistischen Definitionsarfen der thermodynamischen Zustandsgrofien
mathematisch zu umschreiben. Simtliche mittels dieses Berechnungsverfahrens
gewonnenen Resultate lassen sich auch ohne Zuhilfenahme komplexer Integration
herleiten durch direkte Anwendung der anf Gibbs zuriickgehenden Methode der
kanonischen Gesamtheit und ihre naturgemifle Erweiterung auf quantenstatistische
Probleme, wo neben der Gesamtenergie des Systems anch die Gesamtzahl der
Partikeln analog behandelt werden mul.
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do.

Also nach (9), da oN im allgemeinen nicht verschwindet:

2
_"3(“+T“
2"83 kT

N= "s .
R —pCY
>e

g

(10)

Eine andere Form von (9) ergibt sich daraus, daf (wie spiter noch
verifiziert wird) der Quotient #/N, d. h. die freie Energie pro Gasatom,
auBer von der Temperatur nur von der Zahl N/¥ der Molekile pro
Volumeneinheit abhingt. Infolgedessen gilt nsmlich

y<(;—2§7>n V: ¥ V<%%>N,T,V

Da nach der Thermodynamik die Grifie %is mit dem Gasdruck p gemifl

0w
av

zusammenhingt, gilt daher

oF
V(3= T2
also nach (9)
T+ oV
T ONET (U
Dies ist die thermodynamische Bedeutung des Parameters o.

Fiir die Berechnung irgendwelcher statistischer Mittelwerte ist es

wichtig, zu bemerken, dafl die in (8) auftretende Grofe e

s
= ITe (a TET )?Is bis auf einen konstanten Proportionalititsfaktor die
8

statistische Wahrscheinlichkeit eines bestimmten mikroskopischen Zu-
standes angibt!)

‘s
Wn,...n,...) = const. ITe ns(aJrﬁ'). (8a)

1) Vergleichen wir zwei solche mikroskopische Zustinde (n,...7n,...) und
(ny...ng...), fir welche die Gesamtzahl der Gasatome (3) und die Gesamt-
energie (4) gleich (oder nahezu gleich) sind, so ergeben sie sich auf Grund von
(82) in der Tat als gleichwahrscheinlich, wie zu Beginn dieses Paragraphen vor-
ausgesetzt wurde.
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Fiir die mittlere Energie ¥ des Systems ergibt sich daraus unmittelbar

2"3 &€ ( k’.l')
E=3=2 e (12)
s 2 e— (on + ﬁ’) g
g
Das gleiche folgt auch aus der thermodynamischen Relation

p=w-1(57) =73 (r)= ﬁ)@

proportionalen Terme gemif (10) fortfallen.

gemiB (8), da die zu g

Die allgemeinen thermodynamischen Uberlegungen dieses Paragraphen
gelten sowohl fiir die Einstein-Bosesche wie fir die Fermische
Statistik. Die letztere unterscheidet sich von ersterer, wie bereits er-
wihnt, nur dadurch, daB in allen Formeln #,, statt wie bei Einstein-
Bose alle Werte von O bis oo, nur die Werte 0 und 1 zu durchlaufen
hat. Wir fithren nun in (8), (10) und (12) die Summation iiber #, — 0
und 1 aus und ersetzen die Summation itiber die Eigenschwingungen
durch ein Integral iiber die kinetische Energie mit Benutzung des Aus-
drucks (2) fiir die Dichtigkeit der Eigenschwingungen. Dann ergibt sich
in Ubereinstimmung mit den Resultaten von Fermi

%+aN: —Elog[1+e_(“+/%)]

2a(2m)’lz | — e+ Z ) ,
:—VT) VElog|1 + ¢ («+ir) dE, (8)
1 21 (2 m)’l2 VEdE
N:Z( 2y =V ,J“£ L9
- et 1 . KT 4]
Sm@myl [ B
=S o=,
8 (a+ﬁ,/+1 "‘+LT+1
0

Die beiden letzten Relationen unterscheiden sich von den analogen der
Einstein-Boseschen Statistik dadurch, daB im Nenner der Summen
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oder Integrale nunmehr - 1 statt — 1 steht. Dies zerstért die Analogie
des Verhaltens der Gase zur Planckschen Strahlungsformel vollig,
bewirkt aber das Auftreten einer endlichen Nullpunktsenergie. Fiihrt

man in (13) und (14) k%- — x als Integrationsvariable ein, so ergibt sich

mit den Abkiirzungen

2 \/;d x
Fa) = V—;j;—rﬁ
’ (15)
4 ledae a6
frd — ; — = — F ,
G 3Vx Je“+$—|—1 do )
0
(2 mkT)%2
N=1} (——h—g—F(a), (16)
3 . (2am)2 (kT) 3 G ()
2 7 M e S I*) 147

Aus der Tatsache, dafl der Quotient allein vonr e, d. h. allein

N&T
vom Argument V7% abhingt, kann leicht gefolgert werden, daf die

Gleichung
pV =2%E (18)
stets richtig bleibt.

Diese Zustandsgleichungen des Gases sind von Fermi ausfiihrlich
diskutiert worden. L#Bt man o von -~ co bis — oo laufen, so erhilt
man zunehmende Entartung (abnehmende Temperatur oder zunehmende
Dichte). Fiir sebr groBes o gelten nach Fermi fiir F(x) und G (o) die

Entwicklungen
—2 & g 3e

F(“):e—a_ 23, + 3%z +"'l
a>1.

— 2 8-—30:
G(a):e —TT+W—

Es wird hier demnach in erster Niherung die Zustandsgleichung die
klassische und es gilt nach (16) ferner

V (2mamkT):
e R

Dies ist auch im Einklang mit (11) und dem Ausdruck fiir ¥ beim
nichtentarteten Gase.

o= log[ (19)
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Im anderen Grenzfalle grofer Enfartung, « negativ und dem Betrage
nach sehr grof, gilt nach Fermi fir F(x) und G(x) die andere
asymptotische Entwicklung

4 s n? .
Fwwzaﬁo—@hP+8£+~} 20)
6@ = - V“ (— s [1 +2E ] @

Hieraus folgt gemif (16) und (17) fiir diesen Grrenzfall tiefer Temperatur
3YVn N 12 1/6 N\*: B2
L (v ) T | o) LA

4 V) 2amkT V) wmkT

E . .
und die Nullpunktsenergie VO pro Atom ergibt sich zu
1

E, 3 6\ p? /NN?s .
=50 W) @3

wie Fermi gezeigt hat.

Um den Unterschied des Fermischen Gases vom Einstein-Bose-
schen besonders deutlich zu machen, betrachten wir noch die Schwankungs-
eigenschaften des ersteren. Hierbei ist das ganze Gas als im Kontakt
mit einem grofen Wirmereservoir konstanter Temperatur zu denken.
Und zwar wollen wir zundchst das mittlere Quadrat der Schwankung
A, = n,—n, der Anzahl der Gasatome einer bestimmten Eigen-
schwingung s berechnen. Es ist offenbar

a2 = nf — (n,)’
und wir ermitteln die beiden Terme der rechten Seite einzeln. Die
Wahrscheinlichkeit des Wertes n, (0 oder 1) ist nach dem oben

Gesagten proportional zu e (“ TET ) "s, also gilt

Sl

— ny = 0,1 1
"e = s _ & ’
_(“+ﬁ'"$ “TET
Se e + 1
ng= 0,1

Ex
S lersil

_ e 1

ST

H—U,

somit n? = g,

folglich A% = ng— (ny)". (24)
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Nun betrachten wir allgemeiner die Schwankungen A, der Anzahl
der Gasatome in einer Gruppe von irgendwelchen Z nahe benachbarten
Eigenschwingungen, etwa der Atome des am Beginn dieses Paragraphen
betrachteten Energiebereiches (E, E + d E). Da, wie aus dem allgemeinen
Ausdruck (8a) fiir die Wahrscheinlichkeit eines Mikrozustandes unmittelbar
hervorgeht, die Schwankungen verschiedener Eigenschwingungen von-
einander unabhingig sind, und da wir die Unterschiede der m, fiir die
verschiedenen betrachteten Eigenschwingungen vernachlissigen kénnen,
gilt dann weiter fir die mittlere Gesamtzahl N, der Molekiile des
betrachteten Bereiches N — znm,
und fiir das mittlere Quadrat ihrer Schwankung 4, = N, — N,

2,';2 = Z 2;2‘

Einsetzen vou (24) fur A? ergibt demnach

N
A = N, -
oder
TA\2 1 1
4y _ L1 (24a)
N, N, Z

Einstein fand dagegen, dafl in seiner Statistik dieses Schwankungs-
quadrat gegeben ist durch

2

(i) — 4l

N, N, %
In beiden Formeln entspricht das erste Glied den Schwankungen des
klassischen idealen Grases, wie es bei voneinander statistisch unabhingigen
Gasmolekiilen allein vorhanden ware. Bei Einstein entspricht ferner
das zweite Glied den Interferenzschwankungen des de Broglieschen
Wellenfeldes und ist dort analog dem entsprechenden Glied in der
Schwankung der Energiedichte der schwarzen Strahlung. Awuffallend
ist nun, dal dieses Glied beim Fermischen Gas mit dem
negativen Vorzeichen auftritt: Die Schwankung des Fermischen
Gases ist kleiner als die des klassischen idealen Gases gleicher Dichte.
Insbesondere verschwindet beim absoluten Nullpunkt die Schwankung
trotz nichtverschwindender Dichte N,, da dann N, — Z wird.

Vielleicht wird dieses Verhalten durch Annahme von Phasen-
beziehungen zwischen den verschiedenen de Broglieschen Eigen-
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schwingungen zu deuten sein, und so einen Fingerzeig geben fiir eine
kiinftige physikalische Erklirung der Grundannahme -der Fermischen
Statistik und damit auch der ,Aquivalenzregel®.

§ 4. Die Gasstatistik fiir Atome mit Drebimpuls. Wir
wollen nun die Betrachtungen des vorigen Paragraphen fir den Fall
verallgemeinern, daB die Atome des betrachteten Gases Drehimpuls
besitzen. Es ist in diesem Falle fiir die Durchfiihrung der statistischen
Uberlegung bequem, von vornherein ein #uBeres achsensymmetrisches
Kraitfeld (z. B. Magnetfeld) angelegt zu denken, das eine Abhingigkeit
der Energie der Gasatome von der Orientierung ihrer Achsen zu diesem
Kraftfeld und damit aunch eine Richtungsquantelung hervorruft. Die
Quantenzahl m, welche die Drehimpulskomponente des Atoms parallel
zum ZuBeren Feld bestimmt, wird dann nur gewisse diskrete (halb- oder
ganzzahlige) Werte annehmen, die durch —j<Cm =< 4 j gegeben sind,
wenn j die Gesamtimpulsquantenzahl des Atoms ist. Thre Anzahl, das
statistische Gewicht des Atoms, betrigt G — 25 -+ 1. Die zu einem
bestimmten Wert von m gehdrige Energie des (ruhenden) Atoms im
#uferen Kraftfeld wird mit ¢, bezeichnet.

Wie bereits in § 2 hervorgehoben wurde, ist die sinngemife Er-
weiterung der Aquivalenzregel und der Fermischen Statistik fiir diesen
Fall die, da zwei Atome mit verschiedenem m wohl in der gleichen
Zelle des Translationsphasenraumes liegen konnen, zwei Atome mit
gleichem m aber micht. In der Sprache der Eigenschwingungen bedeutet
dies, daf wir jedem Wert von m besondere Eigenschwingungen zuorduen
miissen. Zu einer bestimmten stationdr méglichen Wellenlinge 4, und

2
zugeordneten Translationsenergie & — 21—"0 (—:—) des Atoms gibt es jetzt
G verschiedene Eigenschwingungen, den verschiedenen Werten von m
entsprechend (mit etwas verschiedenen Schwingungszahlen, die gegeben
sind durch hv,,, = myc® 4 & 4 &,). Sind n, , Atome mit der kine-
tischen Energie & und der Orientierungsquantenzahl m vorhanden, so
sagen wir, der Freiheitsgrad (s, m) schwingt mit der Energie ng ,, (€5 + & )-
Wir werden dann also voraussetzen, daf die Zahlen #,, nur die
Werte O und 1 annehmen koénnen, und dal alle Mikrozustinde, die
den verschiedenen (nur diese Ziffern enthaltenden) Zahlenfolgen n, ,, (bei

gegebener Giesamtzahl der Atome und Gesamtenergie) entsprechen, gléich-
+J
wahrscheinlich sind. Die Maximalzahl n, — >, %, ,, der Atome in einer
m= —j
Zelle des Phasenraumes der Translationsbewegung ist also jetzt gleich G,
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und wenn diese Maximalzahl erreicht ist, verschwindet notwendig das
resultierende Impulsmoment dieser G- Atome.

Die Uberlegungen des vorigen Paragraphen lassen sich nun genau
iibertragen, die Relationen (9) und (11) bleiben bestehen und an Stelle
von (8, (13) und (14) tritt:

Y b = = S Sog 14 )]

ET

. SR | % E+Em
S VM j VEloov[l—]-e (o4 )]dE (25)
)

3
h m=—

271: Zm“ ¢ V_EdE
=S5 =rZEs LR e
) ey 2™ st m a+_+_m_
e kT || 0 ¢ KT 11
& + & 2a@m)e s [ VE(E+5,)dE
E=22—n = LA Gt 02 (o1)
5. m gy ttEm k ) g llim
¢ KT 41 0 ¢ T TET 41

Im folgenden Paragraphen werden wir diese Relationen auf die
Magnetisierung eines entarteten Gases anwenden, doch wollen wir hier
zunsichst den Grenzfall eines verschwindenden #uBeren Feldes ins Auge
fassen. Ks wird dann g, — O, und die Summation iiber m bewirkt ein-
fach eine Multiplikation des Einzelpostens mit G. Vergleichen wir dann
P, N und E bei gleichem ¥V und T und zundchst auch bei gleichem ¢
mit den entsprechenden Ansdriicken fiir das Gas mit Atomen ohne Dreh-
impuls, so sehen wir, daf alle diese Ausdriicke sich mit G multiplizieren
(dasselbe wird dann auch vom Druck p gelten). Unter Elimination von
o konnen wir dies auch so aussprechen: sind

N N ."’N
qf:NFo(V:T)y E:Nf()(v:T)’ P:po\V7T>

freie Energie, Energie und Druck des (entarteten) Gases mit Atomen
ohne Drehimpuls, so sind diese Zustandsgrofen fir das Gas mit Atomen
mit Drehimpuls und Gewicht G gegeben durch

P = #NF(él; )E #Vf"(av’) G—po(Gl;_ ) (28)

Das Verhalten des letztgenannten Gases ist also dasselbe,
wie wenn es ein Gemisch von & verschiedenen und statistisch
unabhéngigen Teilgasen ohne Aftomdrehimpuls von unter-

Zeitschrift fiir Physik. Bd. XLI. 7
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einander gleicher Dichte (und gleichem Molekulargewicht)
wire. Dieses Resultat scheint durchaus der Natur der Sache zu ent-
sprechen und diirfte, unabhingig davon, ob man sich fiir die Fermische
oder fiir die Einstein-Bosesche Statistik entscheidet, Geltung bean-
spruchen. Es ist gleichbedeutend mit der Annahme, daf bereits bei
heliebig schwachen dufieren Kraftfeldern semipermeable Winde existieren,
wel¢he die Atome mit verschiedenen m-Werten zu trennen gestatten, und
dal Gleichgewicht auf beiden Seiten der nur fiir Atome mit bestimmtem
durchlissigen Wand besteht, wenn der Partialdruck dieser Atome auf
beiden Seiten derselbe ist, unabhingig davon, ob auf einer Seite noch
anders orientierte Atome vorhanden sind oder nicht.

Eine merkwiirdige Folge hiervon ist gemif (28) die, daf in einem
Gebiet, wo infolge der Entartung bei konstanter Temperatur nicht mehr
Linearitat des Druckes mit der Dichte gilt, der Wert des Gasdruckes
bei gegebener Dichte und Temperatur des Gases wesentlich vom abso-
luten Werte des statistischen Gewichtes G der Atome abhingt. Ks
entsteht z. B. die Frage, ob bei Vorhandensein eines Drehimpulses des
Kernes dessen verschiedene Orientierungen ebenfalls in G- mit einbezogen
werden miissen oder nicht )

I Sinne unserer statistischen Grundvoraussetzung hedeuntet dies:
Konnen zwel Atome, deren resultierender Drehimpuls der duleren Elek-
tronenhiille gleichorientiert, deren Kernimpulsmoment aber verschieden
orientiert ist, sich in derselben Zelle des Phasenraumes der Translations-
bewegung befinder oder nicht? Im ersteren Falle sind in (28) die Lagen
der Kernimpulse im Werte von G mit einzubeziehen, im zweiten Falle
nicht. Fiir diese Frage diirfte es wohl wesentlich auf die GroBe des
Unterschiedes der Wechselwirkungskrifte zwischen den Atomen bei ver-
schiedener Orientierung der Kernimpulse gegeneinander ankommen. Es
gibt aber zwei Moglichkeiten: Entweder nur die Geschwindigkeit,
mit der das Gleichgewicht sich einsfellt, hingt von dieser Grifie ab,
und wenn man hinreichend lange wartet, wird sich stets derjenige Gleich-
gewichtsdruck einstellen, der der vollen Mitberiicksichtigung der Anzahl
der Orientierungen des Kernes im G-Wert in (28) entspricht. Oder
auch der schlieflich erreichte Gleichgewichtsdruck geht bei allmihlicher
Zonahme des genannten Krafteunterschieds stetig tiber von demjenigen
Wert, der sich gemifl (28) durch Finsetzen des Gewichts (+ der dulleren

1) Vgl. hierzu A. Einstein, Berl. Ber,, L. c.,, wo im Falle der Gemische
verschiedener Gase auf iihnliche Schwierigkeiten hingewiesen wird.
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Elektronenhiille allein berechnet, zu dem obengenannten Werte. Theo-
retisch diirfte sich zwischen diesen beiden Moglichkeiten erst entscheiden
lassen, wenn uns eine physikalische Begriindung der ,Aquivalenzregel*
und damit auch der Fermischen und unserer Statistik bekannt sein wird.

§ 5. Magnetisierung eines entarteten einatomigen para-
magnetischen Gases. Anwendung auf Metalle. Fiir den Fall
der Magnetisierung eines Gases haben wir fiir die Energie g, des Afoms
zum aufleren Magnetfeld der Starke H speziell zu setzen:

Em == — mgu, H, (29)

wenn g der Landésche Faktor und uy, — ein Bohrsches

47, c
Magneton ist. Fiir die Summation iiber alle m von —j bis + j gilt

+J
Efm: 0,

m=—j .
» (30)
> (en)? = G ju* H?,

m=—j

wenn (G = 2 j -+ 1 das statistische Gewicht und y ein effektives magne-
tisches Moment bedeuten, das gegeben ist durch

w=Vi(+Douy (31)

Nach den Ergebnissen des vorigen Paragraphen ist die Gesamtzahl

N, der Atome mit einer bestimmten Orientierung ihrer Achse zum Felde
gegeben durch

2 n(z mo) | VE4E (Ram kTy2
Nn =V E =V ﬁ(“
o kT +1

wenn F () die in (15) definierte Funktion ist. Der Beitrag jedes dieser
Atome zur Komponente des magnetischen Moments des Gases in der
Richtung der Feldstiirke, multipliziert mit- deren Betrag H, ist gleich ¢,,:
also gilt fiir die gesamte Magnetisierung M des Gases):

L @mmy k) & En\ o
VH——E“\memﬂ—’—*% SenF (o + 1), 33
el h = LT,

m=—j m ==~ §

1) Berechnet man znerst die freie Energie ¥ des magnetisierten Gases ge-

mif (25) und bestimmt sodann die Magnetisierung aus der thermodynamischen

JE ..

Relati z—(—w) , 50 ergibt sich insti it (33). Da-
elation M YH v 1 v 50 ergibt sich Ubereinstimmung mit (33) a
gegen ist der Energieunterschied des Gases bei der Feldstirke H und bei der
Feldstirke O und gleicher Temperatur im allgemeinen nicht mehr glrich — (M H).

7%
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und ¢ ist zu bestimmen aus der Relation

2 mwmy kT)

+J
N =N, = V—__—§]F< > (34)
m=—3 m=—j =

Bei den praktisch vorkommenden Feldstirken H kann stets F <oa + 7 T)

nach Potenzen von H (d. h. von ¢,) entwickelt werden, und es geniigt,
mit dem ersten Gliede abzubrechen. Aus (34) entnimmt man dann zu-
néchst mit Riicksicht auf (30), daB sich bei gegebenem N der Wert von «
von dem gemif

(2 wm kT )%

N=GV
h?

F (o) (34)

berechneten, bei der Feldstirke Null geltenden, nur um Gréfen der
Ordnung H? unterscheidet. Dies kann bei der Ermittlung von M aus (33)
vernachliissigt werden, und man erhilt in erster Naherung

(27z'm T2 1

MH——V 5 kTﬁ (31_2_;,,,“
also mit Riicksicht auf (30):
(Z wmg k) 1 yﬁH 1 pH —F' ()
— . — % (35
u e 3 F(w) = ET F(o) (35)

und fiir die Suszeptibilitat y (Magnetisierung pro Volumeneinbeit und bei
Feldstarke 1):

. ()azm Tyl p* o N1 g —F() ,
1= s T O=T i g
—F @) _

Da gemif § 3 fiir hohe Temperaturen F (o) — ¢~ ¢, also @)
o
gilt, fiithren (35) und (35') in diesem Gebiet wieder auf das Curiesche

Gesetz, wie es sein mub. Im anderen Grenzfall des absoluten Null-
punkts erhilt man aus (20) und (22) [vgl. auch (28)], wenn » — % die
Zahl der Atome pro Volumeueinheit bedeutet:
—F@ 3 1 <E>2"3 my kT
Flod =~ 2(—ea) 6/ B(n/G)s

Also wird hier
. 2

1o = 4 (%) G i‘—”’lﬂ (tir T — 0), (36)
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"

E
oder mit Einfiihrung der Nullpunktsepergie ¢, — -N°— pro Atom (und bei
Feldstirke Null) wegen (23):

3 <6 n\Ys h?
“=1za) w

— (36"

Das heifit, es erfolgt beim absoluten Nullpunkt keine Sittigung, sondern
die Suszeptibilitit behilt einen endlichen Restwert.

Wie bereits in § 2 angegeben, wollen wir nun als provisorisches
Modell die Leitungselektronen im Metall, die wir mit den Valenzelek-
tronen identifizieren, als ideales Gas behandeln. Wie man leicht nach-
rechnet, ist dieses bei der tatsichlich vorkommenden Dichte dieser Elek-
tronen stets als véllig entartet anzusehen, und man kann die Formel (36)
anwenden. Wenn der Atomrest, der von den iibrigen Elektronen des
Atoms zusammen mit dem positiven Kerne gebildet wird, eine ab-
geschlossene-Schale bildet, wird dieser keinen Paramagnetismus ergeben.
Dagegen wird von dem gemiB (36) berechneten Teile der Suszeptibilitit
stets noch der vom diamagnetischen Induktionseffekt sowohl des Atom-
restes wie der Leitungselektronen herriihrende Teil zu subtrahieren sein.
Nehmen wir als Beispiel die Alkalimetalle. Dann ist im Ausdruck (31)
fir p zu setzen:

j="pg=2 also 6 =2 u=7V3y, g = 0921.10—2,
m, gleich der Elektronenmasse 9,02.10—28, und » ist der Amnzahl der
Metallatome pro Volumeneinheit gleichzusetzen. Wird » in om—3
gemessen, so ergibt sich aus (36) zunichst

%o = 032,209,101,
Bei Durchlaufen der Reihe der Alkalimetalle in der Reihenfolge wachsen-
der Atomnummern von Na bis Cs nimmt #'s von etwa 3 .107 cm—1 bis

2.107 cm— ab. Es ergeben sich schliefilich die folgenden theoretischen
Werte fiir g,, die mit den darunterstehenden beobachteten zu ver-

gleichen sind: Na K Rb Os
(xo)ber. — (6:571 5;2; 4y88; 4,54:) . 10—7,
(xo)beob. = (578 : 51; 06 ;0 — 0,3 ) .10—7 1).

1) Die beobachteten Werte der Suszeptibilititen und die Werte der Dichten,
die zur Bestimmung von #n'/s benufzt sind, wurden aus Landolt-Bérnstein,
Physik.-chem. Tabellen, entnommen. Vgl. ferner W. Sucksmith, Phil. Mag. (7) 2,
21, 1926, wo insbesondere der Verlauf der Suszeptibilitit beim Ubergang vom
festen zum fliissigen Zustand der Alkalimetalle untersucht wird.
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Dazu ist zuniichst zu bemerken, daf die gemif (36) berechmeten
Werte von g, ebenso wie die beobachteten wesentlich kleiner sind, als
sie bei Anwendung der Langevinschen Formel und Annahme von
einem Magneton pro Elektron berechnet wiirden; zweitens, da8 die GroBSen-
ordnung der berechneten Werte durchaus vergleichbar ist mit dem
Betrag, der fiir den diamagnetischen Anteil der Suszeptibilitit zu erwarten
ist. Es entspricht daher auch den theoretischen Erwartungen, daf die
beobachteten Werte kleiner sein miissen als die berechneten. Da ferner
der diamagnetische Anteil seinem Betrag nach mit dem Atomquerschnitt,
also mit der Atomnummer wichst, wirkt er ebenfalls im Sinne einer
Abnahme des Gesamtwertes der Suszeptibilitiit mit der Atomnummer,
und man sieht in der Tat, daB beim Cs der diamagnetische Anteil den
paramagnetischen bereits iiberwiegt.

Mehr als Ubereinstimmung in der GroBenordnung ist bei dem
provisorischen Charakter des idealen Gasmodells fiir die Leitungselek-
tronen im Metall nicht zu erwarten. Insbesondere wird es fiir eine Theorie
des allmahlichen Ubergangs der Suszeptibilitit beim Schmelzen und Ver-
dampfen des Metalls in den nach dem Curieschen Gesetz (Unabhéngig-
keit der Na-Atome voneinander) berechneten Wert erforderlich sein, die
auf die Valenzelektronen wirkenden Krifte wesentlich zu beriicksichtigen.




