Fisica Teérica 3 — segundo cuatrimestre de 2024

SEGUNDO PARCIAL — RESUELTO

m 1. Un gas ideal ultrarrelativista de N electrones estd contenido en una caja de volumen V.
Los electrones interacttian con un campo magnético H = Hz. La energia de interaccién es
€s = speH, donde s es el signo de la proyeccién del espin en la direccién z y p. es el valor

absoluto del momento magnético de los electrones. El sistema esta a temperatura cero.

a) Escriba la ecuaciéon que determina la energia de Fermi en funcién de N, V y H.

b) ;Cuadl es el valor maximo de la densidad tal que todos los electrones tienen la misma

proyeccién del espin sobre el eje z? La respuesta debe quedar sé6lo en términos de H.
c) Escriba la magnetizacion por particula M en funcion de la densidad y de H.

d) Calcule la susceptibilidad. El resultado debe quedar escrito s6lo en términos de €.

m Solucién. El niimero de particulas estd determinado por la siguiente ecuacion:

\% 3 1
N=1s Zﬂ Jd P I TeBelps) (1)
donde
€(P,S) = pc + speH. (2)

A temperatura cero,
Y 3 AV °° 2
N = e 521 Jd P @(eF — e(p,s)) =3 521 L dpp @(eF — e(p,s)). (3)
De modo que, escribiendo los dos términos de la suma,

B 4V

N—?U dppz@(eF—pc—ueH)JrJ dppz@(eF—pHueH)}. (4)
0 0

Al integrar, hay que tener cuidado con las funciones escalén:

a

JOO dx O(a — x)f(x) :®(a)J dx f(x). (5)
0 0

En definitiva, la relacién buscada entre la energfa de Fermi, H, Ny V es

4tV
N=N, +N_ =_-"= 3[@(€F—ueH)(eF—ueH)3+®(€F+ueH) (€F+UeH)3]» (6)

3(hc)
donde N son las poblaciones de electrones con cada proyeccién del espin,

AV
3(hc)3

O(er F M) (er F nH)>. (7)
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Cuando el campo es nulo, la energia de Fermi €, estd determinada por

4mtv
N=2 3
3(he)? €0 ®)
Usando esta definicion en la Ec. (7)), queda
N:i: 1 €r + IJ'eH >
o= H) (2R P
N 3 @<€F + He ) ( €o y (9)
y la Ec. (6)) se puede reescribir como
1
el = 5 [@(ep — peH) (ep — wH)? + O(er + peH) (er + w.H)? ] (10)

Existe un régimen en el que los tinicos niveles ocupados son lo que corresponden a la
proyeccion del espin antiparalela al campo. Los otros niveles s6lo empiezan a poblarse

cuando e > po/H|. La Ec. (10)) implica, entonces,
ed > 4(pJH)>. (11)

Esto determina un valor méximo de la densidad, por debajo del cual todos los electrones

tienen su proyeccion del momento magnético antiparalela al campo,

(V). =55 2

Debido a que el momento magnético del electrén es antiparalelo a su espin, la magne-

tizacién por particula es

Me He
M=en Ny =

> (13)

HY? — e HY
O (ex + poH) (%) —O(er — pH) (%)

Para calcular la susceptibilidad, hay que estudiar la magnetizacién cuando H — 0, en cuyo

caso podemos asumir que €p > L|H|,

€F+ueH 3_ €F_}’LeH ¥
€0 €0

Teniendo en cuenta que ey es funcién de H y que, cuando H = 0, la energia de Fermi es €,

_aM _3LLe aep a€F
Gileorwe) - Gl o

" OHlh=o  2eo |\ OH
No es necesario calcular la derivada de la energia de Fermi respecto de H, puesto que estos

He

M =
2

(14)

X

términos se cancelan. Entonces, la susceptibilidad es

3u2
€0 )

X = (16)
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m 2. Un gas ideal de bosones de espin cero y masa m estd confinado en el interior de un
cilindro de radio a y altura L, cuyo eje de simetria es el eje z. Ademads, existe un potencial

1

armonico con simetria cilindrica, U(r) = Jmw?p?. Se define « = IAmw?a?.

a) Calcule el logaritmo de la funcién de particién en el ensamble gran canénico.

b) Muestre que, en el limite termodindmico, este sistema tiene una transicién de fase vy,

fijada la densidad, escriba la ecuaciéon que determina la temperatura critica.

c) Cuando w = 0, debe recuperarse la expresiéon de la temperatura critica para el gas en
una caja sin potencial, TC(O). Cuando w >0, T, = TC(O) + AT.. Encuentre una expresion

aproximada para AT, asumiendo que o, < 1.

Férmulas titiles:

I A= v, O (FDE Ny
gv(e ):(V_”! Zi—logoc o + Z o C(v—k)a™, v E 7.

m Solucién. Llamemos y a la direccién segtn el eje del cilindro, para no interferir con la
fugacidad. El logaritmo de la funcién de particién, separando la contribucién del estado

fundamental y escribiendo el resto de la suma mediante la aproximacién semiclasica es

_ 2 [ 5 (" “ p? mw? ,
log Z = —log(1 —z)—ﬁ‘[d pJO dy Jo dp plog{] —zexp[—[& (R+Tp . (18)

Para eliminar pardmetros dentro de la integral, definamos

/B _[Bmw? 19
q_ Zmp) X = 2 p' ( )

Entonces, introduciendo el volumen V = ma’L,

logZ = —log(1 —z) — 8V J~oo dq J\/& dx qleog{1 —zexp[— (g% +%?)] } (20)
VT3 Jo 0
Lo mas sencillo ahora es integrar por partes en ¢,
Vv 00
log Z = —log(1 —2z) — %L dx x(q3 10g{1 —zexp[— (q2 +x2)} } ;

(21)

00 q4
“2], a9 )
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El término integrado es cero en los dos limites y la integral restante, con el cambio de
variable Q = qz, es una de las funciones de Bose—Einstein. Asi, es facil demostrar que

AV
logZ = —log(1 —z) + —J dx x gs,2 (ze_"2> . (22)

3
oA 0

. . 2
A su vez, con el cambio de variable u = ze™", queda

M = —log(]—Z)-f—ls [97/2(2)—97/2 (ze“")}. (23)

V z
log 2 = —log(1—z)+ —
og og(1—2z)+ E Jze“ du 0 o

La relacion entre el nimero de particulas y la fugacidad estad dada por

dlogZ  z Y .
z af :1—z+oa\3[95/2(2)_95/2(“ )}' (24)

Cuando z =1, el niimero de particulas en los estados excitados es

New = 23 [2(3) — g5/2(e™%)]. (25)

Este namero es finito, de modo que habrd condensado a temperatura no nula y densidad

finita. Fijada la densidad, la temperatura critica estd determinada por la condicién

V= [63) —asae ), 20)

donde &, = 1B mw?a’.

Si o, < 1, debemos estudiar el comportamiento de gs,,(e™*¢) cuando «. tiende a cero.

Usando las férmulas del enunciado,
4y/m
95/2(670%) ~ C(%) — OCCC(%) + \3/_063/2.

Bajo esta aproximacion, la condicién (26)) se escribe como

N 1 4\/mt
v {C(%) - T‘Xl/zl : (27)
La solucién de orden cero corresponde al problema usual del gas en la caja,
2/3
h? 1T N
kT — - 2
¢ 2mm | ¢(3) V (28)
La primera correccién esta dada por
4\/mt e 8/m
KT, ~ kT(© [1 -V ocg/zl ~ KT |14 V2 ocgo)”z] , (29)
3¢(3) 9¢(3)

) 2

1
donde !’ = Zﬁéo)mwza .
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m 3. En cada vértice de un poligono regular de N lados hay un espin. Los espines interac-
ttan a primeros vecinos con una constante de acoplamiento J. En el centro del poligono hay
otro espin, que estd acoplado a cada uno de los espines de los vértices con una constante de
acoplamiento J'. Ademds, hay un campo magnético externo B. Se definen K = 3], K’ = 3]’

y b = BuB, donde p es el momento magnético de los espines.

a) Calcule la funcién de particion canénica del sistema.

b) Calcule el valor medio de los espines de los vértices y el valor medio del espin central.

Ayuda: escriba la funcién de particion como una suma de dos términos, uno corres-
pondiente a so = 1 y el otro a s = —1. Para el item b, puede ser 1til acoplar a cada
tipo de espin con un campo distinto. Trate de dejar todo escrito de manera compacta en
términos de los autovalores de la matriz de transferencia y de la magnetizacion por espin

de la cadena infinita.

m Solucién. Siguiendo la notacién de la figura, el hamiltoniano del sistema esta dado por
—BH({s}) =K(s1s2 +...+sns1) +K'sg(s1+...+sn) +b(sg+...+sn). (30)
Agrupando los términos que son lineales en los espines de los vértices,
—BH({s}) =K(s182 +...+sns1) + (b+K'sg) (s7 + ...+ sn) + bso. (31)
Para los espines periféricos, fijar el valor de s, es equivalente a tener un campo efectivo
bs, = b+ K's,. (32)

La funcién de particién puede escribirse, entonces, como la suma de las funciones de
particion de dos cadenas cerradas, cada una con un campo efectivo y a menos de un factor

multiplicativo dado por el término ebso,
2 =e"Z(K,b ) +e *Z(K,b_), (33)

donde

by =b+K. (34)
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Recordemos que
Z(K> b) - }\T (K> b) + AE’ (K’ b))

donde

Ay =eX (coshb + v e—4K 4 sinh? b) .

Notar que el sigho + de A no tiene nada que ver con el signo + de b.

(36)

Para calcular los valores medios, conviene introducir temporalmente dos campos mag-

néticos distintos, by y b, de modo que by se acople al espin sy y b a los espines de los

vértices. Entonces,
2(b,bo) = e Z(K,b, )+ e °Z(K,b_).

El valor medio del espin central es

S| ez etz .

(s0) 0by ‘b_bo Z

El valor medio de cualquiera de los espines de los vértices es

~ 123logZ(b,by)

() =5 b ‘bbo ~NZ b € b

Aqui podemos usar el resultado de la cadena cerrada usual,

19Z(K,b)

_ N N
N = [?\+(K,b) A_(K,b) }m(K,b),
donde

sinh b
\/ e—*K + sinh?b

m(K,b) =

es la magnetizacién por espin en una cadena infinita. Luego,

(s) = ]Z{eb [)\+(K>b+)N —)\_(K,b+)N]m(K,b+)

te® [7\+(K,b_)N _ A_(K,b_)N}m(K,b_)}.

1 [eb 0Z(K\b.) | aZ(K,b_)}.

(37)

(38)

(42)



