Fisica Teérica 3 — segundo cuatrimestre de 2024

Guia 8: modelo de Ising

1. (Huang §14.6, Pathria y Beale §13.2). En una dimensién, el modelo de Ising puede ser
resuelto mediante el método de la matriz de transferencia. Considere una cadena cerrada
de N espines. Si se definen b = BuB, K= 3] y sn41 = 81, la funcién de particién es

N
Zn(b,K) = ) exp [Z (Ksisi1 + bsy) (1)

S1 ,...,SN:i1

i=1

a) Muestre que Zn = Tr(q"), donde q es la matriz de 2 x 2 con elementos

b
(ss’ :exp{KSSI+E(S+S/)} ’ s,s' = +1. (2)
Explicitamente,
xy x!
q = y (3)
x 1 xy™!

donde x = eX ey = e®.

b) Muestre que la funcién de particiéon puede escribirse como Zn =AY + AN, donde

Ay =eX (coshb + /sinh? b + e 4K ) (4)

son los autovalores de la matriz (.
. 1 o
c) Muestre que ]\}I—I}loo ~ log Zn =logA .
d) Derivando adecuadamente la funcién de particién, encuentre la magnetizacion media
por espin y estudie el limite N — oo.

e) Muestre que no hay magnetizacién espontdnea cuando B — 0" en el limite N — oo, a

menos que T = 0.

2. La figura muestra una cadena de Ising cerrada de 2N espines. La constante de acopla-
miento entre espines alterna su valor entre | y J’. Hay un campo externo B. Se definen
x =eP), x' = ePl" ey = ePHB = . Se recomienda hacer los célculos en la computadora.

a) Calcule la energia libre por espin en el limite N — oo.

b) En el mismo limite, calcule el valor medio de la magnetizaciéon por espin.
c) Calcule los valores medios de los espines pares e impares.
)

d) Verifique que, cuando | =], se recuperan los resultados del problema anterior.
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3. Considere una cadena abierta de N espines.

a) Muestre que la funcién de particion estd dada por
Zy =Tr(gN1Q), (5)
donde ( es la matriz definida en el problema|l|y Q es la matriz de Mazzeo,
Qssr = e2b(sts’) (6)

b) Para poder hacer la suma, es necesario conocer los elementos de qN~'. Si los
autovectores normalizados correspondientes a A, y A_ son u y v, muestre que, en
notacién de diadas,

q* = A  uu+ A8 vy (7)

c) Puesto que se trata de vectores ortonormales en el plano, u y v deben poder
escribirse como

u = (cos @, sin @), v = (sin @, —cos @). (8)
Demuestre que
cot 2¢ = e**sinh b. 9)

d) Usando estos resultados, calcule explicitamente Zy.

e) Muestre que ]\}im %log Zn = logAy, de modo que la magnetizacién por espin
—00
tiende al mismo valor que para la cadena cerrada.

4. Considere una cadena cerrada de N espines. Calcule la probabilidad de que un deter-
minado par de espines vecinos esté en cada uno de sus cuatro estados posibles. Analice
el limite N — oo.

5. Para una cadena abierta, calcule la funcién de correlacién de los espines de los extremos,
G = ((s1—(s1)) (sn —(sn))) = (s15n) — (s1){sn)- (10)

6. Para una cadena abierta, calcule el valor medio del espin en la posicién j-ésima, asu-
miendo que N > 1y que j < N. ;Cudl es la distancia caracteristica tal que los efectos
de borde se vuelven despreciables?

7. Para la cadena abierta sin campo: escriba la funcién de particion, sume explicitamente
sobre el dltimo espin y encuentre una relacion de recurrencia para Zyn. Resuelva la

relacién de recurrencia. Verifique el resultado comparando con el problema
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8. Correlaciones 1. Para analizar la correlacién entre espines de una cadena lineal, el caso
mas sencillo es con extremos abiertos y sin campo externo. Para tener acceso a los valores

medios de productos de pares de espines, se definen constantes de acoplamiento J;,

N—-1
E=— Z Iisisi+1. (11)
i=1

La funci6én de particién se calcula siguiendo el método recursivo del problema /] Para
calcular el valor de expectacién del producto s;si 1, habra que derivar el logaritmo de
la funcién de particion respecto de J;. La funcién de correlacion

G(L,147) = (sisity) — (s1) (si+5) (12)
puede calcularse de manera analoga. Notar que B = 0 = (s,) = 0. Puesto que s? =1,

SiSij = (sisig1) (Sit1Si42) ... (Si+j—zsi+j—1) (Si+j—lsi+j) . (13)

Esto permite calcular facilmente el valor medio de sisi;j. Al final del célculo, todas
las constantes J; toman el mismo valor ]J. Calcule G(i,1i + j). Defina la longitud de
correlacién & escribiendo G(i,i+ j) = €//%. Notar que, aunque la cadena con extremos
abiertos no tiene invariancia de traslacién, G(i,1 +j) es independiente de 1i.

9. Correlaciones 2. En el problema [1, el valor medio de la magnetizacién se calcul6
tomando una derivada adecuada del logaritmo de la funcién de particiéon. En el pro-
blema anterior se hizo algo parecido para calcular los valores de expectacion (sisiyj)
para una cadena abierta sin campo. El problema es calcular la funcién de correlaciéon
de la Ec. para una cadena cerrada y con campo. Las estrategias usadas en los otros
problemas ahora no funcionan. La idea es calcular valores medios directamente a partir
de la distribucién de probabilidades.

a) Para empezar, muestre que
1 N
(o0 = g 29 (4%, (14)

y verifique que se recupera el resultado del problema
b) Del mismo modo, calcule (s1s,) y G(i,1+]j).

¢) Muestre que, cuando N — oo,

A j
G(i,i+j) =sin®2¢ (}\-) ) (15)
+

d) Encuentre la longitud de correlacién como funcién de Ky b.
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10.

11.

12.

13.

14.

(Pathria y Beale, problema 13.7). Use el método de la matriz de transferencia para

resolver el problema de una doble cadena Ising cerrada y sin campo externo,

N N
H= —]Z (siSip1 +s{s{ ) — ]Z SiS:.

(16)
i=1 i=1
Muestre que, para N > 1,
LN log Zn ~ %bg 2cosh K (cosh 2K + /1 4+ 4sinh* K) |, (17)
2

Ayuda: reescribir el término de interaccién entre las cadenas de manera simétrica.

!
Sit

Si Sit1

Para la cadena lineal en un campo B en el limite N — oo, calcule la magnetizacién por

espin usando la aproximacién de Bethe-Peierls. Muestre que el resultado es exacto.

La aproximacién de campo medio mds simple para el modelo de Ising en una red infinita
consiste en escribir un hamiltoniano efectivo para un solo espin, s, reemplazando la
interaccién con sus y primeros vecinos por un término efectivo de la forma E; = —Jyss,
donde s es el valor medio de cualquier espin. La interaccién lineal con un campo
magnético externo sigue siendo —Bpus. Escriba la ecuacién de autoconsistencia para
el valor medio del espin y encuentre el valor critico del pardmetro K = 3] por debajo
del cual hay magnetizacién espontdnea. Para el caso y = 4, compare esta solucién con
el valor exacto, K. = 3 log(v2 + 1) ~ 0,44.

Una segunda aproximacion de campo medio consiste en escribir un hamiltoniano efec-
tivo para dos espines vecinos, s; y s, conservando de manera exacta su interaccién
mutua, pero reemplazando los espines de los otros sitios vecinos por su valor medio s.
Hallar la ecuacién de autoconsistencia para el valor de expectacién s y con ella una
expresion para T.. Encontrar (numéricamente si es necesario) el valor de T, para la red
cuadrada y comparar con el resultado exacto y con el obtenido en la aproximacién de

campo medio para un solo espin.

Encontrar numéricamente la temperatura critica para una red cuadrada en una aproxi-
macién de campo medio en donde la interaccién de cuatro espines en una celda fun-
damental sea descripta de manera exacta. Comparar con el resultado exacto y con las

aproximaciones de los problemas anteriores.
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15. Idem al anterior, pero en un modelo de campo medio que incluya exactamente las
interacciones de toda una hilera de espines, como en el problema

16. fdem al anterior, pero en un modelo de campo medio que incluya exactamente las

interacciones de dos hileras vecinas de espines, como en el problema



