Fisica Teérica 3 — segundo cuatrimestre de 2024

PRIMER RECUPERATORIO — RESUELTO]

m 1. Dos recipientes, A y B, forman un sistema cerrado con un total de N particulas. Los
recipientes intercambian particulas entre si. La probabilidad por unidad de tiempo de que una
particula pase del recipiente A al B es ana, donde na es el nimero de particulas en el recipiente
A. Anélogamente, la probabilidad por unidad de tiempo de que una particula pase del recipiente

B al A es Bng. Para facilitar la notacién, defina n = nn.

a) Escriba la ecuacion maestra asociada a n.

b) Escriba la ecuacion de evolucién para el valor medio de n.

c) Escriba la ecuacién de evolucién para la variancia de n.

d) ;Cual es el valor medio del ntimero de particulas en cada recipiente en el equilibrio?

e) ;Cudl es la variancia del ntiimero de particulas en cada recipiente en el equilibrio?

Solucién. Hasta el item b, el problema es idéntico al del primer parcial. La ecuacién maestra es

B o(m 4 pair + BN T —m)pacy — [an+ BN — 1)) pa, @

vélida incluso para n < 0. La ecuacién de evolucién para el valor medio de n es

dn _
En el equilibrio,
__B _
neq_O(—FBN, nBeq_OC+BN‘ (3)

Para obtener la ecuacién de evoluciéon para la variancia de n, multipliquemos la ecuacién maestra

por n? y sumemos para todo n,

d 2
) ot Byn + (= B+ 2NBI + NB. ()
Por otro lado,
dn? _ _dn PR
= 2 = —2(a+ )R + 20BN (5)
Luego, puesto que 02 = (n?) —n?,
dO'Z 2 _
g = ~2lact B)o? + (o — B)n+ NB. (6)
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En el equilibrio,

2 of3
Geq__(“*’B)ZN. (7)

Esta expresion es simétrica respecto de « y 3, de modo que la variancia del ntimero de particulas

del otro recipiente es la misma.

m 2. Una superficie con sitios adsorbentes estd en equilibrio con un gas ideal de particulas de
masa m, a presion P y temperatura T. Cada sitio adsorbente puede tener un ntimero arbitrario
de particulas adsorbidas, formando una multicapa. La energia de un sitio vacio es cero. La
energia de un sitio con una sola particula adsorbida es —ey. Por cada particula adicional, la

energia disminuye en —e;. Asi, la energia de un sitio con n > 1 particulas adsorbidas es
en)=—leo+ (n—1)e;]. (8)
a) Escriba la funcién de particion gran canénica de un sitio adsorbente.

b) En funcién de la presién y de la temperatura, ;cudl es el nimero medio de particulas

adsorbidas en cada sitio?

c) En funcién de la presién y de la temperatura, ;cudl es la fraccion media de sitios ocupados?

Solucién. La funcién de particién gran canénica de un sitio de la superficie es

2 =1+ zePeo 4 z2ePoePer 1 4 gnePeoeberin=l) 4

14 2eBeo (1 4 zeBer 4 z2e2Be gz pae e o
=1+ze ( + ze +z%e —l—...)— —l—m— —e +W’
donde
Ae = €9 — €. (10)
El namero medio de particulas adsorbidas en cada sitio es
L 0Z zePeo 171 zePeo _ zebeo (11)
20z 1 — zePe (1—zeber)? (1 —zeBer) [1+4zeBer (eBde —1)]°

La fugacidad que figura en estas expresiones es igual a la fugacidad del gas en el reservorio,
z = BPA%. (12)

La fraccién media de sitios ocupados es igual a la probabilidad de que un sitio esté ocupado
(la distribucién es una binomial), que, a su vez, es igual a uno menos la probabilidad de que el
sitio esté vacio:

121 zeeo
Z 2 1+zeBer(zePAe _ 1)’

(13)



m 3. En cuatro dimensiones, el problema del gas ideal de particulas de masa m con energia
e(p) = Vg + (pe)?,
donde €, = mc?, puede resolverse en términos de funciones elementales.

a) Encuentre la ecuacion de estado, P(T, V, N).
b) Encuentre la energia media por particula, u(T, V, N).

¢) A partir de la funcién u(T, V, N), analice los limites no relativista y ultrarrelativista. Verifique

que se obtienen los resultados esperados.

Ayuda: pruebe con el cambio de variable x = /€2 + (pc)2.
m Solucién. La funcién de particién canénica es

Z==L (14)
donde

dp p3e Pelp), (15)

VQ, [
7. —
1 h# J 0

La presiéon puede obtenerse sin calcular la integral,

dlogZ  NKT

P =kT = . 1
ov \Y (16)
Para calcular explicitamente Z;, podemos hacer el cambio de variable
_ 2 2 2x dx = dp?
x =B/ €5 + (pc)?, WX_ p-. (17)
Luego, teniendo en cuenta que Q4 = 22,
21V J'°°
L = dx x (x> — pB%e) e ™. 18
] (th)4 Beo ( B O) ( )
Pero
de e ¥ =—(x>+3x*+6x+6)e de xe “=—(x+1)e ™. (19)
Entonces,
472V 5 _Bey
VAR (th)4 [(B€o) —|—3f)€o—|—3}e . (20)
A manera de verificacion, si feg > 1,
A’mV. ..V ..
Z]2h4—[?)2660:}\—4€[30. (21)

Salvo por el factor exponencial, asociado al minimo de la energia, esta es la expresién usual para

un gas no relativista en cuatro dimensiones.
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La energia media por particula es

E 0log Z, 2([?)60)2+3[?)€0
— = = eo +4kT — kT : 22
N 0P 0 (Beo)? +3Beo+3 (22)
En el régimen no relativista, feg > 1y
L €o + 2kT (23)
N~ ° '
En el régimen ultrarrelativista, feo < 1y
£l €o +4KkT (24)
N '

Esto esta de acuerdo al resultado general segtn el cual, en d dimensiones para una relacién de

dispersion e(p) = ap™,

E d
— = ZkT. 2
N (25)

La tnica diferencia es la energia en reposo, que debe sumarse a la energia térmica.



