Fisica Teérica 3 — segundo cuatrimestre de 2024

SEGUNDO RECUPERATORIO — RESUELTO

m 1. Un gas ideal de N electrones de masa m estd contenido en una caja de volumen V a
temperatura T. Se define n = N/V. Los electrones interactian con un campo magnético
H = Hz. La energia de interaccién es €5 = su.H, donde s es el signo de la proyeccién del
espin en la direccién Z y . es el valor absoluto del momento magnético de los electrones.

a) Escriba la ecuacién que determina z en funcién den, Ty H.
b) Escriba la magnetizacion por particula M en funcionden, T, zy H.
c) Calcule la susceptibilidad en funciéon den, T y z.

d) Para altas temperaturas, escriba la susceptibilidad como funcién de n y T, conservando
la primera correccién cuantica en potencias de la densidad. (Necesitard calcular z hasta

segundo orden en la densidad).

m Solucién. El namero de particulas estd determinado por la siguiente ecuacién:

1 3 1
N ns 21 Jd P Tebelps) @
donde
p2

e(p,s) = I + sp.H. (2)

Explicitamente,

\% —BurH BreH

N:N++N_:ﬁ[f3/z(ze ) + 3,2 (zePHe )}, (3)

donde N son las poblaciones de electrones con cada proyeccién del espin,

\%
Ny = )Ff3/2 (Z@ZFBHQH) . (4)

La ecuacién que determina la fugacidad puede escribirse como
nAd = f3/2(Z€_BueH) +f3/2(Z€ﬁp’eH) . (5)

Debido a que el momento magnético del electrén es antiparalelo a su espin,

e He -
M= RN- =Ny = Lol £ (zePe) — 35 (zePreM) | (6)
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Teniendo en cuenta que z es funcién de H,

2
x = oM He {(1 0z + Bue) - (1 0z - Blle)l f1,2(z) = zueﬁﬂ/z(z)- (7)

~ 9H lheo  nA3 |\ Z9H lh—o z OH I1=o nA3

Para estudiar el régimen de altas temperaturas, incluyendo la primera correccién cuan-

tica, es necesario calcular z hasta orden n?. Cuando H = 0, la Ec. (f]) se lee como

na’ z?
T:fg/z(l)zz—m‘f’... (8)

El desarrollo que buscamos es de la forma
z=amA +a; (M%) + ... (9)

Sustituyendo en la Ec. (§)), obtenemos ecuaciones para los coeficientes a;,

1 a%
zz(l], 0=a —m (10)
Entonces,
1 1
a) = z, a = m, (11)
y
_ 1 7\3 1 }\3 2
z=5mn +277(n )+ ... (12)

Luego, volviendo a la Ec. (7)),
2u2B 22 2u2B (A3 1 a2 1 /mad)?
X="53 (z—21/2+... =3 |5 +27/2(n7\) —sizl7) -

1
= 2B (1—257n7\3+...>.

El primer término corresponde a la ley de Curie.

m 2. Un gas ideal de N bosones de masa m y espin cero estd en un cilindro infinito cuyo

eje de simetria es el eje x. La seccion transversal del cilindro tiene area A. Hay un potencial
U(r) = Imw?x% (14)

a) Calcule el logaritmo de la funcién de particion en el ensamble gran canénico.

b) En el limite termodindmico, este sistema ;tiene una transicién de fase a temperatura

finita? De ser asfi, ;cudl es la condicién critica?



SEGUNDO PARCIAL 3

m Solucién. En la aproximacién semiclésica, el logaritmo de la funcién de particién es

00 2 2
logZ = —log(1 —2z) — %Jd%J dx log{1 —zexp[—B (%ﬂ + m;u xz)} } (15)

La integral puede convertirse en una integral en cuatro dimensiones,

_ 2 320 A 4 —q?

=gl —2)— 5 | da @t os(1—ze) (16)
4PmA [ : Ty

:—lOg(1—Z)—W . dyleg( — Ze )

La dltima integral se resuelve por partes,

0 0 2
e V) — 1 vy __
Jo dy ylog(1 —ze V) = 2J0 dy — ;7= gs(z). (17)
Finalmente,
A’ mA A
logZ = —log(1 —Z) + WEB(Z) = —10g(] —Z) + m 93(Z). (18)

La relacion entre la fugacidad y el niimero de particulas es

0logZ z A
z = +

N= 0z 1—z MNhwp 92

(2). (19)

El ntiimero de particulas en los estados excitados es

A

Nexe = m g2(z). (20)

Sin entrar en los detalles de como tomar el limite termodindmico, cuando z — 1, esta
expresion estd acotada. Por lo tanto, el sistema va a tener una transiciéon de fase. La
condicidn critica es

{N)\%W C(Z)L =) (21)

m 3. Calcule el valor medio del primer espin de una cadena de Ising semiinfinita. La
constante de acoplamiento es ] y hay un campo externo B. Se define K = 3] y b = uB,

donde p es el momento magnético de los espines.

J
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m Solucién. Consideremos una cadena de N espines; luego tomaremos el limite N — oo.

La funcién de particion puede escribirse mediante la matriz de transferencia,

VANIES Z Qsys2Uszs3 + -+ Qsnisn Q5N51 = Tr(qu Q) y (22)
{s}
donde
xy x7! Yy 1
q= ) Q = y (23)
x 1 xy! 1 y!
con
x = eX, y=e". (24)

El valor medio del primer espin es

51 = 5 31t o Qo = S Te(sa™ Q). (25)
donde
1 0
s = (26)
0 -1
Explicitamente,
gV =AY Tuu AN Ty (27)
donde
A =eX (coshb + Ve 4K 4 sinh? b) , (28)
y
u = (cos @, sin @), v = (sin @, —cos @), (29)
con
cot 2 = e*®sinh b. (30)
Esto implica
cos 2 — cot 2¢ sinh b

VI+cot?2¢ /e K +sinhlb’
(31)

1 e 2K

VIi+cot?2¢ /e *K +sinh’b

sin2¢ =
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Puesto que vamos a tomar el limite N — oo, podemos asumir que N > 1y escribir

cos? @ sin @ cos @

gV = AN Tuu = AN : (32)
sin @ cos @ sin? o
Entonces,
1 0 cos?> @  sin@ cos @ y 1
sqNTTQ ~ AN
0o -1 sin@ cos@  sin? @ 1 y!
(33)
Y cos? @ +sin @ cos @
_ }\N71
= A4
—sing@ cos@ —y~! sin? ©
Luego,
Tr(sq™'Q) =AY (ycos® ¢ —y 'sin® @) =AY "' (sinh b + cosh b cos2¢)
. . (34)
AN [ ginhb + coshb sinh b _ e KyN sinh b .
’ Ve~ 1 sinh? b T Ve K L sinh® b
Por otro lado, la funcién de particion esta dada por la traza del siguiente producto
cos? @ sin @ cos @ y 1
gV Q = AN
sing cos@  sin? @ 1 y!
(35)
Yy cos? @ +sin @ cos @
— }\N*]
+

sin @ cos @ + y’1 sin? 0]

Es decir,

1

YANES 7\1'*1 (y cos? @ +y~'sin® @ + sinZ(p) = 7\?’1 (coshb + sinh b cos 2@ + sin 2¢)

sinh? b e 2K )

=AN"T [ coshb + +
" ( Ve * sinh’b Ve *K +sinh? b

—KAN-—-1
e A}

Ve 4K +sinh? b

}\N71
= = (e ** +e *Aycoshb—1) =

Ve 4K +sinh? b

(A4 coshb — 2sinh K) .

(36)
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Finalmente, cuando N — oo

A, sinhb

(1) = X cosh b — Zsih K (37)

Cuando K = 0 deberiamos obtener el resultado del sistema de dos niveles. En efecto,

(s1) = tanhb. (38)



