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* Tenemos otro conjuntode mediciones{y;},_,

* Tenemos como hipétesis una relacion funcional entre las medicionesx e y de
laforma y = f(x). Este es nuestro modelo tedrico.

* Por ejemplo:
v = f(x) =mx + q es unarelacion lineal entre x e y — Tiene solucién analitica

e yv=f(x)=Asin(wx + ¢) + ¢ es unarelacién no-lineal entre x e y
T Tiene solucién numérica

Asumiendo un cierto modelo tedrico (p. ej. y = mx + q) éComo encuentro los
parametros del modelo (p. ej. m y q) que mejor explican® mis datos experimentales?
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Método de cuadrados minimos

* Criterio: quiero encontrarlafuncion f(x) que minimice
la suma de las diferencias al cuadrado entrela
prediccion f(x;) yla medicién y;

N N o

S = E 52 — E (f (Cﬁz) . yi)Q .o/ ® Datos experimentales
(]
1=1 1=1
15 4
* Hipdtesisadicionales:lavariable aleatoriay tiene

distribucién gaussiana con valor medio f (x). Ademasel 10 1
error relativo en x es mucho menor que el error

relativoeny. 5 |

* Cuadrados minimos caso lineal: asumo como modelo

tedricoy = f(x) =mx + g, luego

N N
S=Y 6 => |(mzi+q) — vl
1=1 1=1



Método de cuadrados minimos
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Método de cuadrados minimos
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Minimizacion de S en funcion demyq
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Método de cuadrados minimos

N
S<m7Q):Z|(mxl+q Zyz +m22$ +Nq +2qumz_2mzxzyz Qquz
i=1
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Minimizacion de S en funcion demyq

Encontramos los parametros my q que
minimizan la suma cuadratica de las

diferencias entre el modelo y los datos



Método de cuadrados minimos

25 A

20 A

15 -

10 A

De todas las posibles funciones lineales, la
funcion f(x) = mx + g es la que minimiza S



Método de cuadrados minimos

25 - Algunas consideraciones importantes:

20 4 e ¢Es mejor un ajuste que esté contenido
dentro de las barras de error de todos los
puntos que uno que no?

15 -
e ¢Qué relacién hay entre la cantidad de
101 puntos dentro de cuyas barras de error pasa
el ajuste y el error de las mediciones?
5
e ¢Cuantos puntos espero de cada “lado” de
0 - la recta? éPor qué?
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Parametros de un MRUV por cuadrados minimos

* Posicion en funcion del tiempo

1 1
x(t) =xo+ vo(t—to) + Ea(t —t9)*  Si vy=0 x((t = t9)*) =x¢ + Ea(t — tg)*
lineal

* Velocidad en funcion del tiempo

v(t) = vy + a(t — ty)
* Aceleracion en funcion del tiempo

a(t) =a



Limitaciones del método y criterios

Siempre es esencial evaluar criticamente el resultado de un ajuste:
» iEs siempre el mejor modelo el que mejor se ajusta a los datos?
* iEs el mejor modelo el que menos hipotesis hace sobre el problema?

* (Esrazonable plantear un modelo que se ajusta muy bien pero que no puedo
predecir con razonamientos y argumentos fisicos?



Limitaciones del método vy criterios (ejemplo #1)

o
o

Posicion (mm)
———
Posicion (mm)

0 2 4 6 8 10 0 2 4 6 8 10

Tiempo (ms) Tiempo (ms)

¢Qué ajuste elegirian? ¢Por qué?



Limitaciones del método vy criterios (ejemplo #2)

Tabla de cuatro conjuntos de datos

X
10.0
8.0
13.0
9.0
11.0
14.0
6.0
4.0
12.0

y
8.04

6.95
7.58
8.81
8.33
9.96
7.24
4.26
10.84

X |y
10.0 | 9.14
8.0 | 8.14
13.0 | 8.74
9.0 |8.77
11.0 | 9.26
14.0 | 8.10
6.0 |6.13
4.0 | 3.10
12.0 | 9.13

X

1]
y

10.0 | 7.46
8.0 | 6.77
13.0 | 12.74

70 482 | 7.0 | 7.26

9.0
11.0
14.0

6.0
4.0
12.0
7.0

7.11
7.81
8.84
6.08
5.39
8.15
6.42

X
8.0
8.0
8.0
8.0
8.0
8.0
8.0

v
y
6.58
5.76
7.71
8.84
8.47
7.04
5.25

19.0 | 12.50
8.0 5.56
8.0 | 7.91

50 | 568 | 50 (474 5.0 | 573 8.0 6.89

Estos datos ajustan exactamente
igual de bien a una misma funcion
lineal y = 3x + 0,5

Adaptado de F.J. Anscombe, "Graphs in Statistical Analysis," American Statistician, 27 (1973), 17-21
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9.0
11.0
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4.0
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7.0
5.0

y
7.46

6.77

7.1
7.81
8.84
6.08
5.39
8.15
6.42
5.73

X
8.0
8.0
8.0
8.0
8.0
8.0
8.0

19.0 | 12.50

8.0
8.0
8.0

v

y
6.58

5.76
7.71
8.84
8.47
7.04
5.25
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7.91
6.89

Estos datos ajustan exactamente
igual de bien a una misma funcion
lineal y = 3x + 0,5

Los cuatro conjuntos de datos graficados

X1 X2
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Adaptado de F.J. Anscombe, "Graphs in Statistical Analysis," American Statistician, 27 (1973), 17-21
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k
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Cuantifacién de la verosimilitud de un ajuste: )(2

Construyo un estadistico (una funcion de los datos)
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k 2
Z (yz - f(%)) distribucidon de probabilidad asociada
oF)

2 __
X —
“Chi cuadrado” =1
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0.10
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0.04
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Cuantifacién de la verosimilitud de un ajuste: y

Construyo un estadistico (una funcion de los datos)
con esta forma:

Xzzi(yz-—mi))?

“Chi cuadrado” =1
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2

« x? es una variable aleatoria, por lo tanto tiene una

distribuciéon de probabilidad asociada

k es la cantidad de mediciones del experimento (la
forma de la distribucién de y? va a depender de k)



Cuantifacién de la verosimilitud de un ajuste: )(2

Construyo un estadistico (una funcion de los datos)

con esta forma:
« x? es una variable aleatoria, por lo tanto tiene una

k 2
2 _ (yz — f(%)) distribuciéon de probabilidad asociada
=) (T2
(2

«“ : ” =1
Chi cuadrado” * k es la cantidad de mediciones del experimento (la

forma de la distribucién de y? va a depender de k)

Distribucion de probabilidad de y?
0.10 * E( )(2 ) =k
k =10
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Cuantifacién de la verosimilitud de un ajuste: )(2

Construyo un estadistico (una funcion de los datos)

con esta forma:
« x? es una variable aleatoria, por lo tanto tiene una

k 2

2 _ (yz — f(a:z)> distribuciéon de probabilidad asociada

=) (T2
(2

«“ : ” =1
Chi cuadrado” *  k esla cantidad de mediciones del experimento (la

forma de la distribucién de y? va a depender de k)

Distribucion de probabilidad de y?
0.10 * E( )(2 ) =k
E(x?) k=10

0.08 1
E(x®+25D(x?
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Cuantifacién de la verosimilitud de un ajuste: )(2

Construyo un estadistico (una funcion de los datos)

(yz- - f<a:7;>>2

Distribucion de probabilidad de y?

con esta forma:

“Chi cuadrado”

0.10

0.08 -

Densidad de probabilidad

0.02 A

0.00

k

2

=1

0.06 A

0.04

E(x?

E(x*)+2SD(x?)

10

15

20 25 30

x? es una variable aleatoria, por lo tanto tiene una

distribuciéon de probabilidad asociada

k es la cantidad de mediciones del experimento (la
forma de la distribucién de y? va a depender de k)

E(x*)=k
VAR( x*) =2k ; SD( x?) =2k

El valor de 2 es una medida (no la Unica) de la
probabilidad de que los datos {y;} provengan de un
fendmeno fisico con modelo tedricoy = f(x), es
decir, Y% es una medida de la verosimilitud del
modelo o ajuste



Cuantifacién de la verosimilitud de un ajuste: )(2

é¢Cuando rechazo un modelo (teoria) o cuando la acepto?

Tengo 10 mediciones y quiero evaluar la
verosimilitud de mi modelo tedrico

25 1

20 A

15 -

10 A

Posicion (mm)
<
[\)
|
ﬁ M x>
(W)
7 N\
<
q |
O
3
N~
\V)

0 2 4 6 8 10

Tiempo (ms)
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é¢Cuando rechazo un modelo (teoria) o cuando la acepto?

Tengo 10 mediciones y quiero evaluar la
verosimilitud de mi modelo tedrico

25 1
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Cuantifacién de la verosimilitud de un ajuste: )(2

é¢Cuando rechazo un modelo (teoria) o cuando la acepto?

0.10

k=10
0.08
©
©
o
o
£ 0.06 1
o
o
Q
©
S 0.04
©
[7p]
C
()]
o
0.02
0.00 l , l !
0 5 30 35 40



Cuantifacién de la verosimilitud de un ajuste: )(2

é¢Cuando rechazo un modelo (teoria) o cuando la acepto?

0.10
k=10

0.08 1
©
(©
i)
® 0.06 - x% = 7,42 esta contenido en el intervalo
o
5 E(x*)+SD(x?*), eraun resultado
= esperable
2 0.04 -
k)
w0
e
(O]
()]

0.02 1

0.00 1 T T T T T 1 1 1

0 5 10 15 20 25 30 35 40
L L J 2 | J
X

Resultados poco probables Resultados mas probables Resultados poco probables



Cuantifacién de la verosimilitud de un ajuste: )(2

é¢Cuando rechazo un modelo (teoria) o cuando la acepto?

0.10
k=10
0.08
®
ke x* =22
Q0
3 0.06
o
Qo \ 2 ; .
9 X° = 22 esta afuera del intervalo
3 0.041 E(x*)+2SD(x?), es un resultado
2 poco esperable dado el modelo tedrico
a
0.02
0.00 T
0 5 10 15 20 25 30 35 40



¥4 reducido

Se puede definir en forma andloga al x?, un x? reducido :

2 _
Xred =

v

| =

i (y — f(a:a)z

Sirve para independizar el valor medio de la cantidad de mediciones k

* El programa Origin computa x>, envez del y*



Resumen

e “Cuadrados minimos” es un método (no el Unico) que sirve para encontrar
los parametros que mejor se ajustan a los datos experimentales dado un
modelo tedrico

* Si bien es un método poderosoy muy util, hay que tener cuidado y evaluar
los resultados de los ajustes con criterio y sin perder de vista la fisica del
experimento

e x* es un estadistico (y una variable aleatoria) que da una medida (no la
Unica) de la verosimilitud del ajuste efectuado a los datos experimentales






Extra: Test de hipdtesis y p-valor

é¢Cuando rechazo un modelo (teoria) o cuando la acepto?

* Recordemos que la integral de la

0.10 densidad de probabilidad da 1
k=10
» Se define el valor p como la probabilidad

5 087 de obtener un conjunto de mediciones
(©
= X% =22 como el que obtuve o mas extremo
O Vi .
T 0.06 A (menos probable aun) dada una cierta
o . , .
s hipotesis o modelo
5
© 0.04 1 N
g * Se suele* tomar valorp < 0,05 (que a su
. . 2
g vez define un y“ umbral) pararechazar

0.02 A un modelo (o aceptar el contrario)

valor p
0.00 _ * Elvalor p determina el nivel de
0 5 10 15 20 25 30 35 40 significacion de la discrepancia del
X modelo con los datos

* La eleccidn es arbitraria y de hecho actualmente hay un fuerte debate en el dmbito de las ciencias biomédicas, ver
por ejemplo: S. Wellek “A critical evaluation of the current ‘p-value controversy’, Biometrical Journal, 59, 5 (2017)
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