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Resultado y una MF y forma de expresarlo

Resultado
Intervalo de Confianza

X—Ax < x<x+ Ax

Expresion
x = (x+Ax) Ud.

X 0 X(: Valor mas representativo

AX: Incerteza Absoluta




~ Mediciones Indirectas (MI) ‘

Valor de una MF determinada en forma indirecta

wW=f(xy,z..) W =W, xAW) Ud.

x = (xo £ Ax) Ud.

y = (yo £Ay) Ud.
z = (zy £ Az) Ud.

X,V¥,Z ...variables
independientes

Wy = f(x0,¥0, Zo) ---)

2

) Ay + (af(xa,;/, )

2

) Ay? + ..
X0,
Yo, ...

AW =

of (x,vy,...)
0x

X0,
Yo,...




N
Valor mas 1 z
representativo N & .

1=

Incerteza Absoluta para diferentes casos

SI mido dentro del error instrumental —

Intervalo de Confianza Expresion

Ax = 0gy

X—0gp <X <X+ 0g, x = (X +0q) Ud.




Si mido fuera del error instrumental = | Error estadistico

Generalizando ... Si tomo N medidas de una misma MF bajo las
mismas condiciones:

N —
El error de cada medidasera: | Ax =S —> o S Yizq (X — X)?
N

Intervalo de Confianza Expresion
xX—S<x<x+S§ x = (x=xS)Ud.

S — Representa el ancho de la distribucién Gaussiana

Si realizamos una nueva medicion, ésta tendra una probabilidad de ~
68% de encontrarse en el intervalo:

(T—S,T‘FS) —> (H—O',ﬂ+0')




Si mido fuera del error instrumental = | Error estadistico

Generalizando ... Si tomo N medidas de una misma MF bajo las
mismas condiciones:

El error de la media (que representara el error de la MF) sera:

< Expresion
Ax = S; - 0o, Ax =5z= ——= | | x = (+S,) Ud.

VN

Si realizamos una nueva serie de medidas de la MF, su resultado
tendra una probabilidad de ~ 68% de encontrarse en el intervalo:

X —S5%,X+5%) Bmmd (1 — 0Oc, U+ 0p)




éVarian S, S si aumenta N, cdmo varia? J

¢Qué representa S en un experimento, con qué se relaciona?

enelintervalodeconfianzax —S<x<x+S5?

¢Cuando empleo como error S y cuando el error de la media S;?

¢Cual es la probabilidad que una nueva medicion se encuentre /

¢Hay datos que puedo descartar?
Datos ordenados de menor a mayor

' Y NS -~
041 501 | - ParticuaA | (\

' N=1000 '

o 40 .
$ 034 _ :
S £ 2 L.
@ 0,21 o '
i 5 20
€ wis

© ~\ i
0,1+ 8 10 e \‘
0.0k AR 04 -

08 6 9 12 15 18 2 0

0 200 400 600 800 1000

Diametro (um) N




Objetivo de la clase de hoy

Analizar la relacion entre dos magnitudes y
buscar modelos que puedan aproximar datos
medibles de la naturaleza - Modelado

Objetivo de la practica de hoy y .... Como resolverlo

Determinar la aceleracion de la gravedad (g) a partir
de los datos del Periodo de un Péndulo y de la
longitud empleando Mediciones Indirectas y el

Método de Cuadrados Minimos



EXPERIMENTO

OBTENER EL PERIODO DEL PENDULO EMPLEANDO UN FOTOSENSOR
Y DETERMINARLA ACELERACION DE LA GRAVEDAD (g)

ACTIVIDAD 1: MEDICION INDIRECTA

gravedad (g) a partir del resultado de T y de T =2m

 Determinar el valor de la aceleracion de la 17
. < g
[, y mediante la Ley Fisica: \

* Obtener el periodo de un péndulo para una longitud a partir de
medir N veces T (Mediciones directas), empleando un fotosensor.

T =(T+AT)s AT??



CUADRADOS MINIMOS

Relacion entre dos variables usando un Modelo Matematico

Modelo lineal L Modelo lineal Modelo no hneal
Buen ajuste Aial au e - Buen ajuste

Cuands % comos, Cuando T coaca,

¥ omece P yorecs
[ ] Mod elo Lineal i Miodelo no limeal Yanables no mlacionadas
Buen ajaste Buen ajuste Minguna curva de regresion

e adecusds .
- L
» [ ] » »
»
- L
- L -
Cumndo x crece, Cunando x crece, L ] L »

¥y decrece - y decrece * @




;Como se relacionan T y I en el modelo del
péndulo simple?

PENDULO SIMPLE

El péndulo simple

(péndulo ideal) es un sistema

idealizado constituido por una

particula de masa m que esta

suspendida mediante un hilo
inextensible y sin peso. Naturalmente
es imposible |a realizacion practica de

un péndulo simple, pero si es

accesible a la teoria.




Periodo de un Péndulo SimPle

Periodo del péndulo Tiempo de una oscilacion completa

[ | Tiempo que tarda el péndulo en

partir desde uno de sus extremos de
amplitud (1), pasar por el punto de
equilibrio (2), llegar al otro extremo
de amplitud (3) y regresar
nuevamente al primer punto (1)

O2

- $ T |
1 1
2 2 2 >
¢Y si comienzo a medir cuando \‘/ >
T \

pasa por el punto de equilibrio (2)?
o

3




Periodo de un Péndulo SimPle

Diagrama de cuerpo libre 2da Ley de Newton: z F... = ma

r:mgcos® — T =ma, —> a,=0

0: —yfgsen@ =}r{a9 —> ag = —gsenf

IW = —gseno

| ds do |
1 V=—=— 1
I dt dt |
i i/d29

lﬁ+gsen9 =0

: . = @
N N Mg cos g
N |mg d?6 Ecuacion

g di .
AT R =/ — iferencias
\ dt? + [ e de 29 orden




Periodo de un Péndulo SimPle

Diagrama de cuerpo libre

“ (
6 - Mg cos g

Resolviendo la Ecuacion de 2do orden

i) + J =0
—— + =—senf =
dt? = |
‘6 g
0 K1 = senb =0 ——+4+=06=0
dt? i [
Solucién: | 6(t) = Oycos(wt + @) 6y K 1
2
donde w= [Z f=2 Tz—ﬂ
l 2T w
Periodo de un VT
péndulo de T =21 |—
longitud 1 \ g




Periodo de un Péndulo SimPIe

X4

Ecuacidn diferencias de 29 orden

16+ gsenf =0

~

(") ©(rad) sen® lﬁif.% (Y| Q(rad) sen® dif. %
0 0,00000 000000, 000 15/0,26180/025882 1,15
2 003491 003490 0,02 20/0,34907 034202 206
5 0,08727 008716 013 25|0,43633|042262 325
10 017453 017365 051 30/0,52360 050000 4,72




;Como se relacionan T y [ en el modelo del
péndulo simple?

10

N x [ INTENTAREMOS OBTENER g A
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CUADRADOS MINIMOS

Relacion entre dos medidas ... caso mas sencillo

Modelo lineal L
Buen ajuste

i Cuands % comos,

gl

L ] Models lineal
]

Buen apaste

Cuando x crece,
¥y decrece -

Modelo lineal
Mal ajusie -

/ Cuando T coaca,
® yoreos

L Maodelo no lineal
Buoen ajuste

Cuando x coece,
y decrece * @

Modelo no hneal
Huen ajuse

VYanahbles no elasonadas
Minguna curva de regresion

&3 adecuada .
- L

*e




Caso mas sencillo ,
Modelo Lineal

Tomamos una serie de N “
medidas (x;, ;) ol -1
Partamos asumiendo N : “at
que la relacion es: wf 0T EATY
y=mx-+b o
140 150 160 1;::: 180 190

Buscamos encontrar la recta que mejor se
aproxime a los datos experimentales



Caso mas sencillo _
Modelo Lineal

110

Tomamos una serie de
medidas (x;, ;)

100 +

Partamos asumiendo
qgue la relacion es:

y=mx+b

Buscamos encontrar los parametros my b que
minimicen la distancia de los datos al modelo



Buscamos encontrar los parametros my b que
minimicen la distancia de los datos al modelo

Caso aun mas sencillo

y
4

P;: Datos medidos y = f(x) =mx+b
P; = (x;, ;)

Hipotesis:
Ery)> Erx

0 1 2 3 4 X D. C. Baird. Prentice Hall

(1991). Apéndice 2




Cuadrados minimos NO Ponderados

Cuando todos los datos en "y" tienen igual incerteza

y=f(x)=mx+b

P: dat did i ' '
atos medidos Distancia mp Residuos (§;)

8;° = [y; — (mx; + b)]?

/ N
2 Experimental Recta
N N
1 _ 2 2
M= 6% =) [y~ (mx; + b))
1 1

0 1 2 3 4 X

Minimizar la Suma de los Cuadrados de los Residuos




¢Como encontramos los parametros my b?

N

Minimizar la Suma de los B B ,
Cuadrados de los Residuos M(m, b) = Z[yi (mx; + b)]

1

N N N N N
M(m,b) :2yi2 +m22xi2 +Nb2 +2mbzxi —ZmExiyi —ZbEyi
1 1 1 1 1

- NYxyi — Xxi 2y

N N N
Zmin2+2bzxi—22xiyi=0 m = 2 N2
) 142 ) xi=2) NExZ — (3x)

2Nb+2mzxi—22yi=0 b :le 2Yi — DX XXV
: 1 NYxi? — (i)




Ejemplo

Encontremos la recta que mejor aproxima a los siguientes datos:

_ NYxiyi — XX 2Yi

y_@ +@ "N - (Tx)?
N R szxiZZyi—ininyi

NETE NYxi* — (¥x;)?
NEIFIE
Mo 2 |20] 1o 55. 63
NS 5 115|2S fx)' _ (éx)(éY) 2%% - q
Nuly 28 IL W = nz - - ~-0,84
N3] ]33] g s _ 67 433 - (_‘5%7.
3] 2 [26]1g n

015 1501100f | _J_gy- 2L _(-081) 48X - 5 084,55 - 1Y
Nz W28 l"\’m’T()m‘q g ® 8
& [59[53[133]yn




éComo encontramos S,y S,?

_ NXxiyi — 2xidyi - Yx;:2Yy; — Yx; Xy
NYxi? — (Xx;)? ~ NYx? = (Ox)?

D. C. Baird. Prentice Hall

Propagacion de errores!! - (1991). Apéndice 2

Estamos evaluando la incerteza en el ejey

—> Hipotesis: Consideremos a la incerteza como 6; 0 1

_ N _ 2Xi 0y
e Sy\/Ninz — (Xx;)? = Sy\/Ninz — (Xx)?

Valido cuando todas las medidas de y tienen igual precision




Cuadrados minimos Ponderados

Cuando todos los datos en "y" tienen diferente incerteza

y=fx)=mx+5>b

Y / _ Hipotesis: Considera a las
3 I JERE medidas mas precisas

P, 4 P ’
> / | las mas relevantes

N 2
2= z [yi — (mx; + b)]
- Ay;




SIN Ponderacion vs CON Ponderacion

Sin ponderacién
Con ponderacién

— (mx; + b)]?

CON

N
Z [)’l o (mxl + b)]
1

Al ponderar, considera

/S S L ML T mas relevantes a las
p medidas mas precisas



¢Qué podemos discutir sobre un ajuste?

40

80

120 160 200 240

L (cm)

Parametros que nos
serviran de ayuda

iciente de Correlaciéon de Pearson (r)

Chi-cuadrado (x?)

Grafico de Residuos




Coeficiente de Correlacion de Pearson (1)

_— COU(X; }’) _ Sxy VCLT(X) — sz - %z(xl _ f)z
JVar(x)Var(y) Sxdy

1
Var(y) = S,* = NZ()Q —y)?

—1<r<i1

1
Cov(x,y) = Syy == ) (i —X)(y; — ¥)
Se espera que |r|~1 O Nzx g

! 0.8 0.4 0 -0.4 -0.8 =1

e

El coeficiente de correlacion de Pearson se puede calcular en Python usando:

corrcoef() método de Numpy



Miren lo que obtengo aplicando el modelo lineal
aT en funcion de U!!

r=0,988

40 80 120 160 200 240
L (cm)



Pero OJO!!!! o1 , 2
Estos cuatro ejemplos tienen B e o
igual valor de |r|

Necesito evaluar algo Mas!!

Evaluar los residuos!!!

En los casos 2, 3 y 4 sucedid que la distribucion

Residuos de los datos alrededor de la recta no era normal.
Los residuos tenian estructura
¢
8 . L R . 8 3 o . 3
= =35 ! x =
a ‘ ‘ § ' . . (7) ! ; ] ' " N
Q () @
e 3 0 Y + N
X Caso 2 X Caso 1




Miren lo que obtengo aplicando el modelo lineal

aT en funcion de !

40 80 120 160 200
L (cm)

" 240

r=0,988

o
]

Residuos (s)

0 40 80 120 160 200

L (cm)

240



Chi cuadrado reducido (x32)

Caso lineal: N 2
N = nimero de datos ¥% = z lyi — (mx; + b)]
2: los grado de libertad 1 Ay;
)(2
Chi cuadrado X5 —
reducido = N —2
[ 2
Xv ~1
Chi-cuadrado 2
- 2
reducido Xv Xy <1 83
Z>1 R




¢Qué esperamos?

Parametros que nos serviran de ayuda

Coeficiente de r » ‘r‘ ~ 1

Correlacion de Pearson

Chi-cuadrado reducido X127 = X‘IZ] ~1

Residuos =

Residuos
3
K




EXPERIMENTO

OBTENER EL PERIODO DEL PENDULO EMPLEANDO UN FOTOSENSOR
Y DETERMINARLA ACELERACION DE LA GRAVEDAD (g)

ACTIVIDAD 2: CUADRADOS MiNIMOS

* Determinar el periodo del péndulo (T) para 10 longitudes ([)
diferentes en el rango 30-150 cm (o lo maximo que pueda).

* Obtener g = (g + Ag) Ud. a partir del uso de un modelo lineal
del método de cuadrados minimos.

34




¢MIDO N VECES CADA PERiODO (T)? EXPERIMENTO

PUEDO MEDIR 1 VEZ N PERIODOS JUNTOS!!

, : , T'
N periodos juntos (T"): T’=N.7;‘ — T=N »

Tiempo total 1 periodo
de N periodos /

~J
I
=| =3

¢Y la incerteza de T medido asi? | Propago AT’ es el error de T

2 Laincertezadeuna ., AT'—= g
AT = (1) AT’2= medida de tiempo largo

N N

Calculemos S midiendo periodos de a 1, s6lo para

AT = 1 longitud ya que cambiamos de diseno experimental

S
N

¢Variara si cambiamos la longitud del hilo?



EXPERIMENTO

ACTIVIDAD 2: CUADRADOS MINIMOS

* Determinar el periodo del péndulo (T') para 10 longitudes ({)
diferentes en el rango 30-150 cm (o lo maximo que pueda).

/ S — ivi 11
= _ Z AT = AT,= ... = ATyg= — De Actividad 1!!

N N

* Graficar T en funcion de | (grafico de puntos con incertezas).

* Discutir: ¢Qué forma parece tener la funcion graficada?



ACTIVIDAD 2: CUADRADOS MiNIMOS EXPERIMENTO

* Obtener g = (g + Ag) Ud. a partir del uso de un modelo lineal
del método de cuadrados minimos.

;Como utilizo el modelo lineal en una relacién NO lineal?

T l

T (u. a.)

ﬂ
|

27T

| (u.a.)

Pendiente



ACTIVIDAD 2: CUADRADOS MiNIMOS EXPERIMENTO

e SiutiizZaT =T2(1) yl=1: / Propago Eq. (1)!!
1- Obtenga AT (error absolutos de T) y Al
2- Obtenga los errores relativos de T y (8,.T~y g,;) Y comparelos

e Graficar T en funcidn de [ con las incertezas (o L en funcién de T
dependiendo de los €Y €y ). Colocar las incertezas absolutas de

o, .7

la variable que estara en el eje “y”.

* Realizar un ajuste por dos modelos lineales: v y = mx
¢ Utilizaria el modelo ponderado o no? vy=mx+b>b

¢Tiene sentido fisico b # 07 ¢A cuantos sigmas de lo esperado
esta? A qué podria deberse?

e Graficar los residuos de ambos ajustes y discutirlos.

* Obtener g = (g + Ag) Ud. a partir de los resultados del ajuste.



EXPERIMENTO

ACTIVIDAD 3: COMPARACION DE RESULTADOS

* Comparacion de g de las Actividades 1y 2
v’ ¢ Presenta diferencias significativas entre si?
v éCudl resulté mds preciso?
v éCudl el mds exacto?

v' A cudntos o quedaron ambos resultados de g respecto del
esperado: g=9.79688239 1/ s?



EXPERIMENTO

Ejemplo Si g, , > &,

1

Q; &

3 1

-

vy
A
| (u. a.)

_ 4172 ) Ag = —4n22A2 811'2A2
9="m . Ag’ 9= \"mz) 2™ ) o7

I
Propago’ ¢Puedo despreciar el término de c?



EXPERIMENTO

¢Sig , <& ;? | SEDEBE GRAFICAR [ en funcién de T?

2
=t - @=
g f 1
y X

Pendientem =m+ Am

: Ag?
g . g=4m’m L Ag:

m-=——m
4 Propago!!



INFORME 2: ENTREGA 27-4 HASTA LAS 14 HS

EN GOOGLE.DOC Y EN FORMATO PDF EN EL DISCORD

¢ QUE COSAS NO DEBEN FALTAR?

e Figura Tvs [ con las incertezas. Discutir la forma de la funcion

o, .’

* FiguraT?vs lolvs T? segun los &,.. Con las incertezas en “y
Con los ajustes lineales obtenidos de los dos modelos y los

graficos de los residuos.

* Reporte el resultado de b. ¢A cuantos sigmas de 0 esta?

* Figura comparativa de g agregar linea del valor tabulado.
Comparar mediante los criterios aprendidos



