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Laboratorio 1 (Fisicos)

REGRESION LINEAL

Catedra Goyanes



Repasemos...

Definimos un sistema fisico a partir de parametros y variables.

Medimos de manera sistematica

Expresamos resultados como un intervalo = X = (xl] i &x)

Utilizamos herramientas e indicadores estadisticos

El error (o incerteza) absoluta Aox _JJZ 1 g2
_ N e

Mediciones indirectas =2 Yy = f(xl)

Propagacion de errores: 2 dy .
)

(variables independientes



Modelo de Regresion

El objetivo de un modelo de regresion es tratar de explicar la relacion
que existe entre una variable dependiente (Y ) y un conjunto de
variables independientes ( X1,..., Xn ).

En un modelo de regresion simple hay 1 sola variable independiente X

Mediante las técnicas de regresion de una variable Y sobre una variable X,
buscamos una funcion que sea una buena aproximacion de una nube de puntos
(x;, y;), mediante una curva del tipo:

Chee~vacion
— =
e i x_l, yi )

AN Y = f(X)

Aproximacion
P

luxi'l Yi}




18

186

14

12

10

Regresion Lineal  (x;,y;)

No determinista: Conocido el valor de X, el valor de Y no quedaJ
erfectamente establecido. Son del tipo:
P : Py =f(x)+u

l| 1

donde v es una perturbacién desconocida (variable aleatoria)
®
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Tipos de relacion

» Lineal: Cuando la funcién f(x) es lineal,

f(x) = o + P1x

» Si 31 > 0 hay relacion lineal positiva.

» Si 31 < 0 hay relacion lineal negativa.

Relacidn lineal positiva
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Relacion lineal negativa
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Tipos de relacion

» No lineal: Cuando la funcién f(x) no es lineal. Por ejemplo,
f(x) = log(x), f(x) =x%2+3,...

Relacion no lineal
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Los datos no tienen un aspecto recto.



Tipos de relacion

» Ausencia de relacién: Cuando f(x) = 0.

Ausencia de relacion
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La covarianza

Una medida de la dependencia lineal es la covarianza:

Z(X;—J?)(y;—ff)

n—1

cov (x,y) =

» Si hay relacion lineal positiva, la covarianza serd positiva y grande.

» Si hay relacion lineal negativa, |la covarianza sera negativa y grande
en valor absoluto.

» Si hay no hay relacion entre las variables o la relacion es
marcadamente no lineal, la covarianza sera préoxima a cero.

PERO la covarianza depende de las unidades de medida de las variables.



El coeficiente de correlacion lineal

Una medida de la dependencia lineal que no depende de las unidades de
medida es el coeficiente de correlacion lineal:

cov (x,y)
Mx,y) = COr 6. ¥) = =
x Sy
donde: ’ .
Y (xi—x) Y (i-y)
&2 — i=1 2 _ i=l
X p—1 y y o n—1

» -1< cor(x.y) <1
» cor(x,y) = cor(y,x)



Regresion Lineal (x;, i)

Para hacer una estimacion del modelo de regresion lineal simple, trataremos de
buscar una recta de la forma
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® Datos

F(Xi)=yYi = Po + D1Xi + U;




¢ Codmo se grafica? ¢Como le digo que columna es el error?
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¢ Que error tengo que graficar? El ABSOLUTO



El modelo de regresion lineal simple -
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El modelo de regresion lineal simple supone que, «|

o

yi = o + Bixi + u;

® Daws
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donde: 3:;; ;;.|

» y; representa el valor de la variable respuesta para la observacién
i-ésima.

» x; representa el valor de la variable explicativa para la observacion
I-ésima.

» wu; representa el error para la observacion i-ésima que se asume
normal,

2 N(O.H)

» /3o y /31 son los coeficientes de regresion:

» [3p : intercepto
» [3; : pendiente

Los parametros que hay que estimar son: /%, (51 Yy .



Hipotesis del modelo de

regresion lineal simple
Independencia
* Los datosdeben ser independientes.
* Una observacion no debe dar informacion sobre las demas.

Normalidad
» Se asume que los datos son normales a priori.

yi=ax;+b+e

sl a x; + b = j};
o 7 Yi 1/41 e;~N(0,0%) “Residuos”

| EiEYi— W

alL & Datos
Ajuste




Estimadores de minimos cuadrados

Gauss propuso en 1809 el método de minimos cuadrados para obtener los valores a
v b que mejor se ajustana los datos:

yi=ax;+Db

El método consiste en minimizarla suma de los residuos al cuadrado (52):

N N N
2= et =Y n-5)2= Y i~ (axi+h)J’
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axi““b:j}}

“Residuos”
e =Yi— Vi




Es decir, minimizar la suma de los cuadrados de las diferencias entre
los valores “experimentales” observados (y;) y los valores ( 7, )1ados

® Datos
Ajuste

N N
s2= ) eZ=) [yi—(ax;+b) ]

Debo minimizar S*(a, b)

Incognitas: ay b



¢Como cdlculoay b en el ajuste?

Minimizo S?
52
m (a, b) =0
S —
a 2
b @D =

- N Cx; ) —(Xxs)- (%)

b

N Y o= (22 )°

_ Ex%)-Cy) — Ex)-Cxy)
- N ), %% — (2. %;)?




éCuales son los errores de los parametros obtenidos ay b?

Propagamos errores:

, da \° , b \°
O'a=z a—yiﬁ'y Op =Z a—yiﬂy




Estimacion del o,

- Asumimos que todos lo y; tienen la misma funcion
distribucion normal con el mismo o,

- La dispersion de los datos alrededor de la recta
estimada tendra la misma desviacion estandar

z—~1

7, = \/ 2 (y; A- Bx,)z



Hasta aca no tuvimos en cuenta el error de los datos.
Algunos datos podrian ser mas confiables que otros, y
queremos que “pesen” mas.

} t Si 0,, = 0; son distintos:
{ :
:
¥
‘ | Peso
Ajuste de cuadrados minimos pesado W =—

con la incertidumbre O




El error Absoluto cambia de dato a dato

Oyi {_ -
j } } ¢Como tengo en cuenta eso?
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Cuadrados minimos solo considera errores en eje Y

Se debe cumplir que:

A dy K A
Jfdx Y

En caso contrario, debemos invertir los ejes.

Si los dos términos son del mismo orden, podemos “trasladar” el error en

X al error eny:

2
dy
Ayljlzuevu = (Ax a) + &ygriginal

Si aproximamos por una recta y pasa por el origen,

entonces el criterio se puede expresar como: Ex K &y



Ajuste de cuadrados minimos pesado con

la incertidumbre 1
Si 6,; = 6; son distintos W. =




Estimadores de minimos cuadrados

n

(xi —X)(yi—¥)

covlx,y) 2
52 N




Covarianza
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Observacion: La recta de regresion pasa siempre por el centro de gravedad de la

nube de puntos, es decir por el punto . (X.1")

S

XY

es la covarianza muestral entre X e V. COU(X, Y) = Zjil(xt . i) (yi i 37)

La covarianza es un valor que indica el grado de interralacion entre dos variables
respecto de sus propias medias o promedios.

Dicho de otra forma, la covarianza, como la misma expresion lo indica, nos dice si
dos variables tienen que ver, de alguna manera, la una con la otra

S2

x €s |la varianza muestral de X




Coeficiente de Correlacion Lineal r

El coeficiente de correlacion lineal entre X e Y viene dado por

_ Oy Ea~mm w
S8’ \/2 n-2P% i y)2

Mide la dependencialineal que existe entre las dos variables.

Propiedades del coeficiente de correlacion:

a) No tiene dimensién, y siempre toma valores en [-1,1].

b) Si las variables son independientes, entonces r=0, pero el inverso no
tiene por qué ser cierto.

c) Si existe una relacion lineal exacta entre X e Y, entonces r valdria 1
(relacion directa) 6 -1 (relacion inversa).

d) Sir> 0, esto indica una relacién directa entre las variables (es decir, que
si aumentamos X, también aumenta Y).

e) Sir< 0, la correlacion entre las variables es inversa (si aumentamos
una, la otra disminuye).



Coeficiente de Correlacion de Pearson p

Mide el grado de correlacion lineal entre dos variables
1< p<1

p = |1] indica que los datos estan perfectamente alineados

p = 0 indica que no hay correlacién lineal entre las variables

p=-1

0< p <+1

-1< p <0

+1




Coeficiente de Determinacién R* B2 _q_ DOt
(r-squared) S Stot

Mientras mas cercanoa 1 mejor es el ajuste (R?=r?)
A A

N

X X

>
SStc.t — Z(yg — ﬁ)z S-Sres — Z(y‘i = fi)z = ZEE

T T

Para cuantificarla bondad del ajuste de un modelo, lineal o no, se utiliza el
coeficiente de determinacionlineal R:

https://www.youtube.com/watch?v=MtDXpWC_RLc



Fuerza (N)

PARA PENSARy CONTESTAR LA PROXIMA

Supongamos que quiero sacar la constante elastica de un resorte

» ¢Tiene sentido hacer tantas mediciones?
G- » ¢Por qué no la saco directamente de un
' punto?
» Mas alla de determinar el rango lineal, étiene
alguna otra ventaja”?

10 4

» En el caso, é¢estaria bien sacar K
= como el cociente?

» ¢Qué pasa con los errores a medida
S o e N que aumento el numero de

X(m) mediciones?

14 4

16 4




¢Y si el modelo no es lineal?

Muchas veces puede linealizarse |la ecuacion

Se grafica y vs x°

V= X —

7
s |(5)

y = a.b*
In(y) = In(a. b*) ) Se grafica In(y) vs x
In(y) = In(a) + x. in(b) A (a) = 22222

iQué se obtiene de CM????



y(x) = a.x”

In(y) = In(a.x”) mmmm—)  Se grafica In(y) vs In(x)
In(y) = In(a) + b.In(x)



Justificacion del principio de cuadrados
minimos

PrObAﬁ(y') oc i e_(}’f"_ﬂ'—Bx;)EIZUyZ‘
I o .

b4

Prob, g(yy, - - -, yn) = Proby g(y,) - - - Prob, g(yn)

El maximo de probabilidad corresponde al minimo de 72
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