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Repasemos...

* Definimos un sistema fisico a partir de parametros y variables.

Medimos de manera sistematica

* Expresamos resultados como un intervalo =2 X = (xO T Ax)

* Utilizamos herramientas e indicadores estadisticos

* Elerror (o incerteza) absoluta Ax _\/0.2 + g2
_ N e

* Mediciones indirectas =2 y = f(xi)

* Propagacion de errores: 2 0y ’
=) (o

(variables independientes)




é‘- d P Modelo de Regresion

El objetivo de un modelo de regresion es tratar de explicar la relacion
gue existe entre una variable dependiente (Y ) y un conjunto de
variables independientes ( X1,..., Xn ).

En un modelo de regresidn simple hay 1 sola variable independiente X,

Mediante las técnicas de regresion de una variable Y sobre una variable X,
buscamos una funcidén que sea una buena aproximacion de una nube de puntos
(x;, v;), mediante una curva del tipo:

Ohga~varion

~ (x., y:)
1 1

Aproximacion
A"

l.xi'! YTI:.
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ey Regresion Lineal  (x;, ;)
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No determinista: Conocido el valor de X, el valor de Y no queda
perfectamente establecido. Son del tipo:

] y=f(x)+u
IO ‘
I
donde u es una perturbacion desconocida (variable aleatoria)
t
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Tipos de relacion

» Lineal: Cuando la funcion f(x) es lineal,

f(X) — _.*"jﬂ -+ _.~"31X

» Si 31 > 0 hay relacion lineal positiva.

» Si 1 < 0 hay relacion lineal negativa.

Relacion lineal positiva’
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Relacion lineal negativa
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J\' d drdal Tipos de relacion

» No lineal: Cuando la funcion f(x) no es lineal. Por ejemplo,
f(x) = log(x), f(x) =x%+3,...

Relacion no lineal
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Los datos no tienen un aspecto recto.
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» Ausencia de

Tipos de relacion

relacion: Cuando f(x) = 0.

25K,

Ausencia de relacion
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J’. d e, Regresion Lineal (X1, ;)

Para hacer una estimacion del modelo de regresion lineal simple, trataremos de
buscar una recta de la forma
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¢ Como se grafica? éComo le digo que columna es el error?

" 'd . .
ﬁ S e M= ﬁ Book2 - Copy of Book] Copy (including label rows)
Paste
a0 | B A a0 | em [ co
Long Name Long Name Insert
Units Units Delete
Comments Comments Clear
1 1 1 1 7 X Lk
2 2 9 2 9 emove Lin
- 4 1.3 4 4 13
5 5 15 5 5 15 "B Set Column Values... YY
6 6 17 6 6 17 Fill Column with 212
7 7 19 [i 7 19
B 8 2.1 8 8 21 Sort Column »| %° Label
9 9 23 9 9 23 Sort Worksheet » | "€ Disregard
10 10 25 10 10 25 =
11 11 MNormalize... rror
12 v 12 Frequency Count... t
4 | Sheet1 > 4 -r Sheet1
\ cett / \ j Statistics on Columns 4 I

¢ Qué error tengo que graficar? El ABSOLUTO




El modelo de regresion lineal simple -

14 l
% |
El modelo de regresion lineal simple supone que, !
-1 ¢
y" — 'I:'fD —l_ 'I:-f]_xf —l_ u; ‘r % ® Datos
e
donde: I

» y; representa el valor de la variable respuesta para la observacién
I-ésima.

» x; representa el valor de la variable explicativa para la observacion
I-ésima.

» u; representa el error para la observacién i-ésima que se asume
normal,

u; ~ N(0, o)

> o Y 31 son los coeficientes de regresion:

» (3 : intercepto
» [3; : pendiente

Los parametros que hay que estimar son: (3, 1 y .



J’- d p Hipodtesis del modelo de

regresion lineal simple
Independencia

* Los datos deben ser independientes.
* Una observacion no debe dar informacion sobre las demas.

Normalidad
e Se asume que los datos son normales a priori.

yi=ax;+b+e;

ax;+b=1y;

7 Vi \ ei~N(O,02)
) “Residuos”

. e =y — Vi




J’- d p Estimadores de minimos cuadrados

Gauss propuso en 1809 el método de minimos cuadrados para obtener los valores a
y b que mejor se ajustan a los datos:

2\
yi=ax;+b
El método consiste en minimizar la suma de los residuos al cuadrado (S?):

N N N
§? =Zei2 =Z(yi—37i)2 =Z[yi—(axi+b)]2

i

ax;+b=y;
) “Residuos”
. e =y — Vi




oo'd F

Es decir, minimizar la suma de los cuadrados de las diferencias entre
los valores reales observados (y;) y los valores estimados ( #,).

12 |

o[ N N
. s2= ) e? =) lyi—(ax+h)]’
i I

10

Debo minimizar S%(a, b)

L) T 2] oo
T 1 1 I

® Datos
—— Ajuste

| Incognitas: ay b
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éCoémo cdlculo ay b en el ajuste?

Minimizo S?
0S? L NY(x yi) — Q2 x) R yi)
5q (@b) = T NI - Cn)
S—
0S? b = Cx*).Cyi) — Cx). Cxiyi)
%(a' b) = B NYxi* — (X x;)?
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é¢Cuales son los errores de los parametros obtenidos ay b?

Propagamos errores:

2y da \° 2y b\
va ay; b ay;




é"d F Estimacion del o,

- Asumimos que todos lo y; tienen la misma funcion

distribucion normal con el mismo Oy

- La dispersion de los datos alrededor de la recta
estimada tendra la misma desviacion estandar




oo'd F

Hasta aca no tuvimos en cuenta el error de los datos.

gueremos que “pesen” mas.

Algunos datos podrian ser mas confiables que otros, y

3

=] 1 : .
£ } ; Si 6,; = G; son distintos:
104 * }
L]
- E Peso
I 1
Ajuste de cuadrados minimos pesado W, = —
con la incertidumbre oF




El error Absoluto cambia de dato a dato

) Tyi {, ,
_ w } {. ¢Cémo tengo en cuenta eso?
= - L
g j 1
I , ! ‘CM PONDERADOS\
10 4 i . . . 1
| ¢ ‘SI G,; = O; son distintos ‘
o = - =] ] 10 G_
X I

‘CM sin ponderar ‘ 5% = z Z — f(x)]?

| CM PONDERADOS | §2 = z[yl f (xl)] z f(xl)]
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Cuadrados minimos solo considera errores en eje Y

e Se debe cumplir que:

dy
K A
dx<y

En caso contrario, debemos invertir los ejes.

* Silos dos términos son del mismo orden, podemos “trasladar” el error en

x al errorenvy:
2

dy
Ayr%uevo — Axa + Aygriginal

e Siaproximamos por una recta y pasa por el origen,

entonces el criterio se puede expresar como: Ex K &
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Ajuste de cuadrados minimos pesado con

la incertidumbre 1
Si 6,; = ©; son distintos W, =




P Estimadores de minimos cuadrados

n

S (x5 —X) (i - 7)

=

Pendiente
By

=




o Covarianza
& :

Observacion: La recta de regresion pasa siempre por el centro de gravedad de la
nube de puntos, es decir por el punto . (X V')

SH es la covarianza muestral entre Xe Y. CG‘L?(X, },) - Z?ll(xz - 3:? (yi i ?)

La covarianza es un valor que indica el grado de interralacion entre dos variables
respecto de sus propias medias o promedios.

Dicho de otra forma, la covarianza, como la misma expresion lo indica, nos dice si
dos variables tienen que ver, de alguna manera, la una con la otra

SE

¥y s la varianza muestral de X




s d p Coeficiente de Correlacion Lineal r

El coeficiente de correlacion lineal entre X e YV|ene dado por

_ Sﬂ Z(x _x)(y: y)
S.S, \IZ o x)zz(y, - y)2

Mide la dependencia lineal que existe entre las dos variables.

Propiedades del coeficiente de correlacion:

a)
b)

C)

d)

No tiene dimension, y siempre toma valores en [-1,1].

Si las variables son independientes, entonces r=0, pero el inverso no
tiene por qué ser cierto.

Si existe una relacidn lineal exacta entre X e Y, entonces r valdria 1
(relacion directa) 6 -1 (relacidn inversa).

Sir>0, esto indica una relacion directa entre las variables (es decir, que
si aumentamos X, también aumenta Y).

Sir<0, la correlacién entre las variables es inversa (si aumentamos
una, la otra disminuye).




é" d F Coeficiente de Correlacion de Pearson p

Mide el grado de correlacion lineal entre dos variables
-1<p<l1

p = |1| indica que los datos estan perfectamente alineados

p = 0 indica que no hay correlacion lineal entre las variables

p=-1 -1< p <0

0< p <+1 +1 p=0

©
!




J" d L Coeficiente de Determinacién R
(r-squared)

Mientras mas cercano a 1 mejor es el ajuste (R*=r?)
'Y A

X X
- >
SStcut — Z(yi — g)z SSI-ES — Z(yﬁ' — fﬁ)z — ZEE
R?=1- 5 Sires
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PARA PENSAR y CONTESTAR LA PROXIMA

Supongamos que quiero sacar la constante eldstica de un resorte

» ¢Tiene sentido hacer tantas mediciones?
0- » ¢Por qué no la saco directamente de un
punto?
» Mas alld de determinar el rango lineal, étiene
alguna otra ventaja?

Fuerza (N)

» En el caso, éestaria bien sacar K
| como el cociente?
» ¢Qué pasa con los errores a medida
gue aumento el numero de
X(m) mediciones?




é! d p ¢Y si el modelo no es lineal?

Muchas veces puede linealizarse la ecuacion

Se grafica y vs x>

y =a.x> —>

2
A(x;>) = \/(0(89;3) Axl-)

y = a.b”*
In(y) = In(a. b”*) — Se grafica In(y) vs x
In(y) = In(a) + x. In(b) A (a) = 22277
A (b) = 2?7?77

éQué se obtiene de CM????




o S

y(x) = a.xP?

In(y) = In(a.x") mmmmmmm)  Se grafica In(y) vs In(x)
In(y) =In(a) + b.In(x)
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Parte de esta presentacion fue adaptada de
presentaciones de:

Dra. Adriana Marquez
Lic. Santiago Estévez Areco

Gracias a ella/él por compartir la informacion
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Justificacion del principio de cuadrados
mMinimos

1 (vi—A —Bx ;‘)2.?20'};2

Prob ) X —e”
rob 5(y;) = —e

y

Prob, g(yy, ..., yn) = Prob, g(y,) - Prob, g(yy)

1 2

% —— o X2
Ne
y

2

a

N 2

(y; —A — Bx;)

y? = E Y '
i=1 y

El maximo de probabilidad corresponde al minimo de 2




