Guia 2: Estimacion de la aceleracion de la
gravedad — Regresion lineal

Determinacion de g a partir de la medicion de del
periodo de un péndulo de longitud variable



100 +

Posicion (m)

En muchos experimentos vamos a medir varios valores de dos variables fisicas diferentes
para investigar la relacion matematica que hay entre ellas.

Ejemplo de estudio: Movimiento rectilineo uniforme (MRU)
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| @ dato experimentall

8 10

Mediciones:
(v; £ Ay, y; £ Ay,)

x — tiempo
Y — posicion

Los datos parecen seguir una
relacion lineal.

Modelo lineal:

flr)y=Ax+ B



@ dato experimental
Curva de ajuste
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Posicion (m)
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Tiempo (s)

Mediciones:
(; & Aw;, y; £ Ay;)

x — tiempo
iy — posicion

Modelo lineal:

flx)=Ax+ B

. Responden los datos al
modelo?



@ dato experimental

Curva de ajuste Mediciones:
(xi £ Awy, y; £ Ay;)
100 - .
X — tiempo
iy — posicion
80 A

Modelo lineal:

Posicion (m)
(e))
o
|

f(r)=Ax+ B
40 -
. Responden los datos al
50 - modelo?
Sabemos que en MRU, la
0 - i - | - i - u - ; posicién de un objeto se
0 2 “ 6 8 10 describe por la ecuacion:

Tiempo (s)

d = do + ’U().Zf
;Cual es la recta que mejor representa la relacion? ;Valores de Ay B?

;Como la obtenemos?

(Como la informamos?



Uno de los métodos mas usados para determinar la mejor recta que pasa entre varios
puntos experimentales es el método de regresion lineal por cuadrados minimos.

Regresion lineal por cuadrados minimos ordinarios — se supone despreciables
las incertezas Ax, y Ay,




Uno de los métodos mas usados para determinar la mejor recta que pasa entre varios
puntos experimentales es el método de regresion lineal por cuadrados minimos.

Regresion lineal por cuadrados minimos ordinarios — se supone despreciables
las incertezas Ax, y Ay,

Modelo lineal:
flr)y=Ax+ B

v, = valor medido

—— — recta de regresion estimada

Residuo — diferencia entre el valor
observado y los valores del modelo:

di:yi—f(ﬂ?z’)
d@:yZ—AZEZ—B




Uno de los métodos mas usados para determinar la mejor recta que pasa entre varios
puntos experimentales es el método de regresion lineal por cuadrados minimos.

Regresion lineal por cuadrados minimos ordinarios — se supone despreciables
las incertezas Ax, y Ay,

Modelo lineal:
flr)y=Ax+ B

v, = valor medido

—— — recta de regresion estimada

Residuo — diferencia entre el valor
observado y los valores del modelo:

di = y;i — f(x;)
d@:yZ—AZEZ—B

G X
El método de cuadrados minimos busca los parametros A y B que minimizan las distancias
verticales d; entre los puntos medidos y los valores de recta de regresion estimada.



Si tengo N mediciones (x,+ Ax,, y, = Ay,) — Cuadrados minimos ordinarios
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M = Z(dm =) (yi—Aa; — B)

=1
(minimizamos la suma de los residuos d. al cuadrado)
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Si tengo N mediciones (x,+ Ax,, y, = Ay,) — Cuadrados minimos ordinarios

b
N N

M = Z(d"”y = Z(yz — A.x;, — B)2 —  Msea uI minimo

=1 =1 OM OM

(minimizamos la suma de los residuos d. al cuadrado) OA OB

Se obtienen los parametros del modelo:

A_NXiy) - Q) () Bp_ () Cy) —Cw)- OCww)
NY 22— (3 x;)? N> 22— (3 ;)2

Para regresiones lineales, los valores de A y B (y sus errores) se determinan de forma univoca.

Incertezas — i \/ NS (y; — A, — B)?
VW2V - (Z )]

Detalles: D.C. o \/[H (Cw)? ] Ly — A~ B)?
Baird, b NS 22— (3 ;) N(N —2)

Experimentacion, 4




;. Todos los puntos son equivalentes? ; Confiamos mas en alguno que en otro?

Regresion lineal por cuadrados minimos ponderados




;. Todos los puntos son equivalentes? ; Confiamos mas en alguno que en otro?

Regresion lineal por cuadrados minimos ponderados

&

Idea general: procedimiento de
minimizacion — se asigna mayor
importancia a los d; provenientes de
valores de los ¥, que tengan errores
mas chicos.

N mediciones:

(37@' + Aw;,y; £ Ay?j)

Suposicion: errores Ax, despreciables
frente a los errores Ay. (variable x medida
con mayor precision que la variable v).

Ponderar — multiplicar a cada d; por
un factor de peso (una cantidad que
sea mayor cuanto mas pequeno sea el
correspondiente Ay.).




Se obtienen expresiones

4 \? Ny — A — B\’
‘ ) — Z (J“ il ) — minimizar —s para los pardmetros A y B,
' - ' y sus incertezas AA y AB

del modelo.

Definimos las cantidades w. y A:

w0, = Alyg A=) wea?) -

(2 wi). ) (wiiyi) — (O wi-ws). (2, wi-yi)

A= A

5 Qo wiad) Q0 wiys) — (0 wiew:)-(30 wi-ts-ys)
N A

Incertezas:

ma= = o \/zm )

(Z ;.27 )

Regresion lineal por
cuadrados minimos
ponderados.

Pendiente > A + T4

A Ordenada al origen > 5 4+ op



Coeficiente de determinacion R? (R-Squared)

o (2= D) Sy — )l
> = T2 35— b

) — promedio de los valores y, X — promedio de los valores x;

o En el caso lineal R? es la correlacion (mide cuan sensible es el valor de y respecto
de lo que le pasa a x)

« Solo depende de los datos medidos x; e y;.

 Para calcularlo no necesito ningtn ajuste de los datos.



Coeficiente de determinacion R? (R-Squared): representa la porcion de variacion en
las variables de respuesta que es explicada por los distintos valores de entrada.

P2 _ Do =) Yy — g s 0<R’<1
2 (i = 7)* ) (yi = Y)

(7N promedio de los valores y, T — promedio de los valores x;

o En el caso lineal R% es la correlacion (mide cuan sensible es el valor de y respecto
de lo que le pasa a x)

 Solo depende de los datos medidos xi e yi.
 Para calcularlo no necesito ningtin ajuste de los datos.

« No es necesariamente una medida de que tan bueno es un ajuste (ej: pendiente = 0).

Si hacemos un ajuste por cuadrados minimos de una recta y obtengo m y b (y=m.x + b),
R? esta dando la correlacion entre los datos.

R~ 1 — los datos estan muy correlacionados

R= 0 — los datos estan completamente descorrelacionados (si vario el valor de x, a y no le importa)
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Cuarteto de Anscombe
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* 4 conjuntos de datos con las mismas propiedades estadisticas pero con
graficos diferentes (publicado en 1973 por el estadistico Francis John
Anscombe).

 Resalta la importancia de mirar graficamente un conjunto de datos antes
de analizarlos.



; Qué pasa si el modelo no es lineal?



; Qué pasa si el modelo no es lineal?

;

Evaluar si se puede transformar la funcion en una funcion lineal
(linealizacion)

;Por qué linealizamos?

;Criterios?




;. Qué pasa si el modelo no es lineal?

{

Evaluar si se puede transformar la funcion en una funcion lineal
(linealizacion)

¢ Por qué linealizamos? — Los modelos
lineales son mas faciles de analizar.

;

Puedo aplicar regresion lineal por

cuadrados minimos. ;Criterios? —>

_ |« En base a consideraciones tedricas.

« A partir del grafico de los datos podria
surgir la necesidad de reexpresar las
variables del modelo.




;. Qué pasa si el modelo no es lineal?

{

Evaluar si se puede transformar la funcion en una funcion lineal
(linealizacion)

¢ Por qué linealizamos? — Los modelos
lineales son mas faciles de analizar.

L

Puedo aplicar regresion lineal por

cuadrados minimos. ;Criterios? —>

_, |« En base a consideraciones tedricas.

« A partir del grafico de los datos podria
surgir la necesidad de reexpresar las
variables del modelo.

v

Cuando linealizamos definimos nuevas variables.

;Como linealizo? —
« Reemplazar las variables del modelo por nuevas variables — clase de hoy
« Graficar en escala logaritmica — lo veremos en las proximas guias



Ejemplo de — funcién no lineal
linealizacion: "= Q74| — (el grafico T vs. L no es lineal)




Ejemplo de
linealizacion:

Si la reescribo:

Vemos que se puede definir una nueva

variable:

— funcién no lineal
(el grafico T vs. L no es lineal)

u=+L




Ejemplo de
linealizacion: T = 97

— funcioén no lineal
(el grafico T vs. L no es lineal)

Si la reescribo: T — L

Vemos que se puede definir una nueva

variable: Yy — \/Z

1I'=—u

VY

Ahora Ty u siguen una relacion lineal:




— funcion no lineal
(el grafico T vs. L no es lineal)

Ejemplo de
linealizacion: T = Q74| —
g
Si la reescribo: T — 2_7T L

Vemos que se puede definir una nueva

variable: Yy — \/Z

Ahora Ty u siguen una relacion lineal:

T = —u

VY

Grafico T vs. u (considerar las incertezas

ATy Au).
'

Puedo aplicar regresion lineal por cuadrados
minimos




— funcion no lineal
(el grafico T vs. L no es lineal)

Ejemplo de
linealizacion: T = 97
Si la reescribo: T — 2_7T T

Vemos que se puede definir una nueva

variable: Yy — \/Z

Ahora Ty u siguen una relacion lineal:

T = —u

V9

Grafico T vs. u (considerar las incertezas

ATy Au).
'

Puedo aplicar regresion lineal por cuadrados
minimos

Si elevo al cuadrado la expresién de arriba:
4

T°=—1L
9
Vemos que se puede definir una nueva
variable: L T2



Ejemplo de

linealizacion: T = Q74| —

— funcion no lineal
(el grafico T vs. L no es lineal)

Si la reescribo:

Vemos que se puede definir una nueva

variable: Yy — \/Z

Ahora Ty u siguen una relacion lineal:

T = —u

V9

Grafico T vs. u (considerar las incertezas

ATy Au).
'

Puedo aplicar regresion lineal por cuadrados
minimos

Si elevo al cuadrado la expresién de arriba:

4
T°=—1L
9
Vemos que se puede definir una nueva
variable: L T2

Ahora L y v siguen una relacién lineal:
42
v=—0L
9

Grafico L vs. v (considerar las incertezas

AL y Av).
'

Puedo aplicar regresion lineal por cuadrados
minimos




Supongamos que quiero graficar: T vs. u 1T

Err(T)

VL

Err(vVL)

s 5

1/2

1/2

;Como calculo la incerteza Au?

Grafico T vs. u:

;Cual elijo como variable independiente (x) y cual como variable dependiente (y)?

10




Supongamos que quiero graficar: T vs. u 1T E?”T(T)

VL

Err(vVL)

s S S

1/2

1/2

;Como calculo la incerteza Au? — Propagacion de errores

Grafico T vs. u:

;Cual elijo como variable independiente (x) y cual como variable dependiente (y)?

}

Eje x — variable medida con mayor precision (menor error relativo 6 error relativo

porcentual). l

;Por qué?

10




Supongamos que quiero graficar: T vs. u

T | Err(T)

VL

Err(V/L)

1/2

1/2

u=+vL

;Como calculo la incerteza Au? — Propagacion de errores

;Cual elijo como variable independiente (x) y cual como variable dependiente (y)?

Grafico T vs. u:

}

Eje x — variable medida con mayor precision (menor error relativo 6 error relativo

porcentual).

Comparo errores relativos —

v

}

;Por qué? — Cuadrados minimos ponderados tiene en cuenta

solamente el error en el eje y.

Au AT
— Vs, —
U T

10




Supongamos que quiero graficar: T vs. u 1T E?”T(T)

VL

Err(vVL)

s S S

1/2

1/2

;Como calculo la incerteza Au? — Propagacion de errores

Grafico T vs. u:

Si grafico T en funcién de u — pendiente =

Si grafico u en funcion de T — pendiente =

S Sy

27

10




Grafico del periodo de
péndulo simple en funcion
largo de la soga.

L
1T =21y —
9

(Puedo hacer una

regresion lineal por —

cuadrados minimos?

un

del

2,0

1,6

Tiempo (s)
S

=
oo

0.4

0,0

0,0

0,2

T
0,4

2 |
0,6
Longitud (m)

0,8

1,0

11



Grafico del periodo de un
péndulo simple en funcion del 204 =
largo de la soga. | .
1,6 1 =
L ] -
1T =21y — 12 -
q o
e =
Q
— 0,8 + e
1 =]
(Puedo hacer wuna g
regresion lineal por —
cuadrados minimos? T
0]0 T I L) ] L) I L] I T l
0,0 0,2 0,4 0,6 0.8 1,0
Longitud (m)

N O. conocemos Ia fisica del problema: sabemos que en un péndulo simple la relacion
entre T y L no es lineal (ver ecuacion de arriba).
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