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Objetivo de la clase de hoy

Analizar la dependencia entre dos magnitudes y
buscar modelos que puedan aproximar datos
medibles de la naturaleza - Modelado

Objetivo de la practica de hoy y .... Como resolverlo

DETERMINAR LA ACELERACION DE LA GRAVEDAD (g) A PARTIR DE
LOS DATOS DEL PERIODO DE UN PENDULO PARA DISTINTAS
LONGITUDES




CUADRADOS MINIMOS
Relacion entre dos medidas ... caso mas sencillo

Modelo lineal L
Buen ajuste

Cuands x coece,
¥ crece
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Buen ajaste

Cuando x coece,
¥y decrece -

Modelo lineal
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Modelo no hneal
Buen ajuste
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ACTIVIDAD 2

OBTENER EL VALOR DE g A PARTIR DE UN MODELO LINEAL
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[
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;Como utilizo el modelo lineal en una relacién NO lineal?

e Linealizar la funcidonde T

| (u.a)

Pendiente



Caso mas sencillo :
Modelo Lineal

Tomamos una serie de N :.
medidas (x;, ;) ol wt
'
Partamos asumiendo N a IQE £ <
que la relacion es: of 0 BETS
y=mx-+b o
140 150 160 1;;:: 180 190

200

Buscamos encontrar la recta que mejor se
aproxime a los datos experimentales




Caso mas sencillo :
Modelo Lineal

110

Tomamos una serie de
medidas (x;, ;)

Partamos asumiendo
qgue la relacion es:

y=mx+b

Buscamos encontrar los parametros M y b que
minimicen la distancia de los datos al modelo



Buscamos encontrar los parametros m y b que
minimicen la distancia de los datos al modelo
Caso aun mas sencillo

y y=f(x)=mx+0b

4 + P: datos medidos

, Hipotesis:
E.YPD E,.X
N
2t \ Ay
gry = ‘?




Cuadrados minimos NO Ponderados

Cuando todos los datos en y tienen igual incerteza

£y D £.X y=f)=mx+b

y P: datos medidos /jL Distancia » Residuos (6;)
3 ®

P, / P, 51'2 = [y; — (mx; + b)]?

2t / 61° + 6,° + 630 + ..

1 7{‘% M = z 5;° = z[Yi — (mx; + b)]?




¢Como encontramos los parametros my b?

N

Minimizar la Suma de los B o | ,
Cuadrados de los Residuos M(m, b) = Z[yl (mx; + b)]

1

M(m,b) :2yi2 +m22xi2 + Nb? +2mbzxi —ZmExiyi —ZbEyi
1 1 1 1 1

- NYxyi — Xxi 2y

N N N
Zmin2+2bei—Zinyi=O m = 2 N2
w2 ) x=2) NExZ — (3x)

2Nb+2mzxi—zzyi =0 h = X7 XY — LXi DX Vi
! T N¥xi? — (Ex)?




Ejemplo

Encontremos la recta que mejor aproxima a los siguientes datos:
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Caso 1 ¢Como encontramos S,,, y S;,?

_ NXxiyi — 2xidyi . Yx;:2Yy; — Yx; Xy
NYxi? — (Xx;)? ~ NYx? = (Ox)?

D. C. Baird. Prentice Hall
(1991). Apéndice 2

Propagacion de errores!! b

Estamos evaluando la incerteza en el ejey

—> Hipotesis: Consideremos a la incerteza como 6; 0 1

T NS = (xR

N J Tx; 55,2

o Syj NI — )




Cuadrados minimos Ponderados

Cuando los datos en Yy tienen diferente incerteza

.Y D £.X y=f(x)=/’mx+b

Y / Hipotesis: Considera a las
3 § s $ s medidas mas precisas

p. 1 P »3
2 3 7
/ t las mas relevantes

= [y, — (mx; + b)]?
Xzzz[yl ad ]
1 l




Cuadrados minimos Ponderados

_ 2wdwi(Xyi) — YWk YW
m =

_ YWY XWX L — WX XWX Y

b
Swiywix;t — (w;x;)? Swiywix;? — (w;x;)?
S 2 — ZWi [y 2 _ Zwixi2
T Iwiiwix? — (Bwx?)? P IwiEwix? — (Bwix;2)?
N Definiendo:
2
1 s yi — (mx; + b) 1
X - S w; = >

1 ' (Syi)



CON Ponderacion vs SIN Ponderacion

Al ponderar se da relevancia a las medidas con menor incerteza

84 Sin ponderacion CON

Con ponderacién

N
Z [)IL _ (mxl + b)]
1

SIN

M = Z[Yi — (mx; + b)]*




¢Qué podemos discutir sobre un ajuste?

Parametros que nos serviran de ayuda

Coeficiente de r =

Correlacion de Pearson

Chi-cuadrado
reducido

Residuos

2
1%

=)

=)

Da idea de “cuan bueno”
fue el ajuste

Da idea de “compatibilidad” del
modelo con los datos

Da idea de la “forma” de
distribucion de los datos
respecto de la recta




Coeficiente de Correlacion de Pearson (1)

1
% =S5 == — %)?
Cov(x,y) ~ Sxy ar(x) = 5x Nz(x‘ 2

"o JVar(x)Var(y) - SxSy

1
Var(y) = S,* = NZ(% —¥)?

- 1
1<r<i Cov(x,y) = Sxy = NZ(Xl — )i —¥)
Se espera que |r|~1

1. 0.8 0.4 0 -0.4 -0.8 =1




Sx

69.8
160 67.5
183 81
152 60.8
168 70.2
178 75.6
188 80.1
165 72
157 59.4
170 65.3
165 62.6

»=59.70|| S, =

Coeficiente de Correlacion de Pearson

8.25
-9.75
13.25

-17.75

-1.75
8.25
18.25
-4.75

-12.75

0.25
-4.75
3.25

10.31

-0.99

0.41 68.06
-1.89 95.06
11.61 175.56
-8.59 315.06
0.81 3.06

6.21 68.06
10.71 333.06
2.61 22.56
-9.99 162.56
-4.09 0.06

-6.79 22.56

10.56

5, =6.69

0.17
3.57
134.79
73.79
0.66
38.56
114.70
6.81
99.80
16.73
46.10
0.98

3.38
18.43
153.83
152.47
-1.42
5123
195.46
-12.40
127.37
-1.02
32.25

Z(x %)% _

=Vv106.35

536.67

12

1276. 25

=10.31

= 6.69



Coeficiente de Correlacion de Pearson

Syy=59.70 §,=10.31 5,=6.69

59.70 59.70
A —— = 0.8
Sy (10.31)(6.69) 68.97

Coeficiente de determinaciéon

ré =0.87% = 0.7569 = 75.69%




Pero OJO!!!!

Estos cuatro ejemplos tienen 5' o 2
igual valor de |r| |

Necesito evaluar algo Mas!!
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¢ |

e 4
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Residuos

En esos casos sucedio que la distribucion de
los datos alrededor de la recta no era normal

Residuos
>
k3
) >
Y
"
Residuos
g
® -
- ‘
- -
©
"




Chi-cuadrado

Chi-cuadrado
reducido

¥:«1

xi>1

& — (mxl + b)]
<=2

normalizado 2

¢Xv

X x



¢Qué esperamos?

Parametros que nos serviran de ayuda

Coeflluente de r = ‘T‘ ~ 1
Correlacion de Pearson

Chi-cuadrado
reducido

x:=  yi~1

Residuos ™

Residuos
o
o
o




EXPERIMENTO

ACTIVIDAD 1

DETERMINAR LA ACELERACION DE LA GRAVEDAD (g) A PARTIR DE
LOS DATOS DEL PERIODO DE UN PENDULO PARA DISTINTAS
LONGITUDES — MODELO LINEAL

30

e

-

T =21

[
I _
‘ 104 h

T NO ESTA RELACIONADO : | | | | |
LINEALMENTE CON [ 0 40 80 120 160 200
I (u.a.)

11




EXPERIMENTO

Miren lo que obtengo aplicando el modelo lineal

a T en funcion de [!!

40 80 120 160 200

L (cm)

240

Residuos

40 80 120 160 200 240
L (cm)



éPodria obtener g a partir de los datos del periodo de un
Péndulo y la longitud usando un Modelo lineal?

;Como utilizo el modelo lineal en una relaciéon NO lineal?

Pendiente



EXPERIMENTO

ACTIVIDAD 1

DETERMINAR LA ACELERACION DE LA GRAVEDAD A PARTIR DEL
PERIODO DE UN PENDULO PARA DISTINTAS LONGITUDES

* Se hara a partir de la relacién de T2 y . Propago!!

1- Obtenga los errores absolutos de T2 y Al)

2- Obtenga los errores relativos de T? y [ (8rT2 y €,;) y comparelos

H Book? o ||-E- ]
A(X1) B(yErz) C(Y1) D(yErz) E(X2) F(xErz) G(Y2) H(Y2) ~
Long Name L ErrorL T Error T T2 Error T2 ErL ErT2
Units cm cm 5 S 52 §42
Comments
1 20 0,1 18,49 012 3418801 44376 0,005 1
2 30 0.1 36 0,12 1296 8,64 0,00333 1
3 40 0.1 38,44 012 14776336 92256 0,0025 1
4 50 0.1 53,29 0,12 28398241 12,7896 0,002 1
5 60 0.1 81 0,12 6561 1944 000125 1, ¥
| «[» ]\ Sheett / || < >



EXPERIMENTO

ACTIVIDAD 1

DETERMINAR LA ACELERACION DE LA GRAVEDAD A PARTIR DEL
PERIODO DE UN PENDULO PARA DISTINTAS LONGITUDES

e Graficar T? en funcién de [ (o [ en funcién de T? dependiendo
de los g,). Colocar con las incertezas de la variable del eje y.

* Realizar un ajuste lineal. Evaluar la calidad (r, Chi-cuadrado,
residuos).

* Obtener g = g £+ Ag utilizando el modelo lineal del método
de cuadrados minimos



AYUDA

EXPERIMENTO
ACTIVIDAD 1 - Exp. 4

Er 2 D Epy
1
S :
3 1
+
Yl
A
| (u.a)
41> 412\ > g\ ”
g=— Ag’? Ag= ||-— ) am2 +(—) Anm?
g = A | g m2 m m T




AYUDA

EXPERIMENTO
ACTIVIDAD 1 - Exp. 4

ESiEy , K & 7 SE DEBE GRAFICAR [ en funcién de T?

g

2
y x

Pendientem =m+ Am

. Ag?
b . g=4an’m (Ag:

m=-—
4 Propago!!



ACTIVIDAD 2 m

DETERMINAR LA RELACION ENTRE T' Y T UTILIZANDO UN MODELO
LINEAL Y EL METODO DE CUADRADOS MiNIMOS PONDERADO

Realice el experimento sdlo 1 integrante del grupo

e Medir para una Unica longitud: ] ok =)0 )
/ A(X) B(Y) C(yErs) | ~
T paran=1,2,..,15 — T oT
Units s s
Comments
 Graficar T' en funcién de n : AT
colocar las incertezas de T’ (AT") : AR w—
5 5 9.03 0,045
. o . 6 i) 10,83 0,045
* Realizar un ajuste lineal. - 7 1264 0045 v
Evaluar los residuos. <[> N\sheett / <m0




EXPERIMENTO

Ayuda para realizar el ajuste en el Origin
(ver el apunte de la pagina)

6 OriginPro 8.5 - C:\Loulou\Docencia\Clases Dictadas\Laboratorio 1 (F)\2021 - TerC\Clases\Clase 5 - Cuadrados minimos I\Péndulo relacion Tvs L - o X
File Edit View Graph Data Analysis Gadgets Tools Format Window Help
DERRRBBE st Vw2 | STE | BS & BB+ |1 EISES(L T 00
Mathematics 4 \ =
' : ‘A E v - v D v L v % v B3 ‘
J‘ 4 g oK ]H i De Data Manipulation o af A A i a 2 — S 9 l:]N g é = = ’JM “
W ==l 1 <Last used> x|
P I T I 2 - = :
Q ’ Enduo e v Signal Processing 4 Eit Linear with X Error 4
s Peaks and Baseline > Polynomial Fit... ’
i 1 Linear Fit: <Last used>... Nonlinear Curve Fit >
o 2 Linear Fit: <default>... Nonlinear Surface Fit...
*‘ 3 Peak Analyzer: <Last used>... Simulate Curve... }
| 52 > 4 Peak Analyzer: <default>... Simulate Surface... 1
+* 2 :
? —< 5 Single Peak Fit: <default>... Exponential Fi. }
| #goo.. 8 nfucratec Sintma Sigmoidal Fit.. &
o Hc 7 Polygon Area: <Last used>... A S
s Compare Datasets... A
Ble !IGra e 8 Polygon Area: <default>... o
Compare Models...
2 | Hlco.. 9 Integrate: <Last used>...
-
Co... 10 Horizontal Translate
Z,
m, .Co N
0
!I Graphl Cm
Hecow [@IE=)Boopn-c [@IER[Bloopn: - [@E[R]#Heoon [@)[@]=]

|\/v T -l “ v |@ - .- ‘jﬁ S |06 0o | & o8 |'S 0o | % |0o= |14y
FitLinear: linear regression on XY data AU:ON Dark Colors & Light Grids 4:[Book2]Sheet1!Col(E)[1:14] 1:[Graph4]1!4 Radian




EXPERIMENTO

Ayuda para realizar el ajuste en el Origin
(ver el apunte de la pagina)

ﬂ ginPro £.3 - ChilouloulDocenciayClases Dictadasi\Laboratorio 1 (F 2021 - lerCyClaseshClase 5 - Cuadrados minim
File Ed Linear Fit ? 4
.D Dislog Theme ﬂ BE A& agpReg + | |8 DB LCUDOIEW
i @ Descipion  Perdom Linea Fiting v ||& L S |0 w0 Z~ 1~ (||
= s F Fange 1 TiGraghd T4 " IR~ =
ox [ Fit Options
1 Emors as Weight
Fox Intercept m
; oot o . Pondera las
s Fec Slope 0 incertezas
h 3 [Fec Shope at 1
s Use Reduced ChiSar %]
EF ‘IWHU\'-FI E
T [E] Quaniities to Compute
] Fit Pasametess =]
e Vislue &
/, Standard Ervoc £
=) LCL O
o) ucL O
%] Confidence Level for Paramelars{X] % v
£ >
[ ok | Cancel Graph2 - .. (& ) @ )= ][ & pockr CHCEE=E

’/'.-"f'.'Erivuvﬁvﬁ'vul!f.'{_'._'{w ’.-._J:-::.-E.-'l".. X o B e ; i r#!. el (o
AU:OM  Dark Colors & Light Grids 4[Book2]Sheet1!Col{E)[1:14] L[Graphd]14  Radian




EXPERIMENTO

Ayuda para realizar el ajuste en el Origin
(ver el apunte de la pagina)

ﬂ- ginPro 8.5 - ChloulouhDocenciaiClases Dictadasilaboratonia 1 (Fh 2021 - 1erCyClasesiClase 5 - Cuadrados minim

File EqLinear Fit 7 W

[) E DisogThems - | BE | &laglPe| | R ILCUO®E®
il (1 Descripion  Pedom Lineasr Fitting D v | —5 |0 w0 2~ L~ B |||
'fE' i i N " e
Q Coriidence Level for Parametess( %) %5

. 1 ahss ]

+ Prob: M L]

0 1 Hal\width O

e B Fi Statistics il

* | Mumber of Poirts =

? Degeas of Fresdom |

A% Reduced ChiSq @

i R Vahse

T |; Residusl Sum of Squares =

2 - Ced

2 R-Square{COD) [

=} Ady R-Square %

o) RootMSE [5D) O

5] Nosm of Residusls O v

L ¥
et | Moo ¢ (@108 [y (@)@ 3]
] - - - | I = | ' = — y x r ] - L]

el B i w000 |- F-|F-F-a-R-||2s ks e |Bnun

Fer Help, press F1 AU: ON  Dark Colors & Light Grids 4:[Book2]Sheet1!Col{E)[1:14] 1:[Graph4]1}4  Radian



EXPERIMENTO

Ayuda para realizar el ajuste en el Origin
(ver el apunte de la pagina)

@ OriginPro 85 - C:\Loulou\Docencia\Clases Dictadas\Laboratorio 1 (F)\2021 - 1erC\Clases\Clase 5 - Cuadrados minimos \Péndulo relacion Tvs L * - () X
File Edit View Plot Column Worksheet Analysis Statistics Image Tools Format Window Help
DERRDRRRR FEEHE ass U (SFTE BSE & yB@e A E DL CUOED
d3%%%E T Default A - |0 B:- I 'xx \.m/\.. v A~ |||2 L v | —5 |0 N |0 5’2{;'_"-3-?‘1*.4
— —zlx L ]
Q 3 Péndulo relacion Tvs L { § =rErE)
N G —
e rmnmevﬁ—J o
o I- Value Standa
Intercept 1.24079 180712 H
- B e Voeas]) Son las incertezas i
: < > Some input data points ae missng k/
.‘ - ? v H H [ - v
o] = N Statisics =] . Por ej. pendiente: =1
| Hsoo..
| Bco.. Number of Points 2 m=(3,78 £0,25) Ud.
T 44/ Tabi Degrees of Fraedom 1
4 Reduced Chi-Sqr 277084
2 bl Residual Sum of Squares  30,47926
7 Hcea.. Pearson's r -
o Blco.. Adj R-Square  0,05158
Bico.. = Summary  ~| a.)
Hco.. L Intercept Siope Statistics
. Valia 4rti D.Crniara 2
L« 1> [\ Sheet1 \FitLinear1 Knuzearc;:m 7 | < >
!Luph C 3 l 'T!l Grophd - C ra—" [ l ﬁﬂcoﬂ l.am!(._@_'_?_‘

‘/-v.-'va.vm ivuv@ o‘vg ‘Q @ 0 g & ) ~ ‘ { 1 | & 3 g% %

AU:ON 2 [Book2JFitlinear!!  Radian




EXPERIMENTO

Ayuda para realizar el ajuste en el Origin
(ver el apunte de la pagina)

@ OriginPro 8.5 - C:\Loulou\Docencia\Clases Dictadas\Laboratorio 1 (FA2021 - lerC\Clases\Clase § - Cuadrados minimos I\Péndulo relacién Tvs L * - a »
File Edit View Plot Column Worksheet Analysis Statistics Image Tools Format Window Help

DPRRRDRERR FEaUl auwse @2 (v [ [8FE BS & aB@a 4 | = 0000 L O LOEE
3% % W || B DefauitA |0 BJI Uxxxap A A E~-W~A~||I~LZ-~ S |0 C_n -0 o~ L v |||M
— ==l :
[ |3 Péndulo relacién Tvs L

"\

+

> < >

| e :

%c: ' Residual vs. Independent Plot =]

E

T 2 Tabl... Ly .

2, | bt S Son los residuos

7 | Hor.. )

o | Hc. |

,_‘ !CD. -

_: !CQ

’ + [+ [\, Sheet1 ) FitLinear1 f FitLinearCurve1 J
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