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Objetivo de la clase de hoy

Analizar la dependencia entre dos magnitudes y 
buscar modelos que puedan aproximar datos 

medibles de la naturaleza - Modelado  

Objetivo de la práctica de hoy y …. Cómo resolverlo

DETERMINAR LA ACELERACIÓN DE LA GRAVEDAD (𝒈) A PARTIR DE 

LOS DATOS DEL PERÍODO DE UN PÉNDULO PARA DISTINTAS 

LONGITUDES

CUADRADOS MÍNIMOS



Relación entre dos medidas … caso más sencillo

CUADRADOS MÍNIMOS

Modelo Lineal



OBTENER EL VALOR DE 𝒈 A PARTIR DE UN MODELO LINEAL

ACTIVIDAD 2

EXPERIMENTO
Exp. 4

Hoy

𝑻 = 𝟐𝝅
𝒍

𝒈

𝑻 NO ESTÁ RELACIONADO

LINEALMENTE CON 𝒍



¿Cómo utilizo el modelo lineal en una relación NO lineal?

𝑻 = 𝟐𝝅
𝒍

𝒈

𝑻𝟐 =
𝟒𝝅𝟐

𝒈
𝒍

𝑻 =
𝟐𝝅

𝒈
𝒍
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Pendiente

• Linealizar la función de 𝑇

𝒚 𝒙

𝒚 𝒙



Caso más sencillo

Partamos asumiendo 
que la relación es:

𝒚 = 𝒎𝒙 + 𝒃

Tomamos una serie de 
medidas (xi, yi)

Modelo Lineal

Buscamos encontrar la recta que mejor se 
aproxime a los datos experimentales



Partamos asumiendo 
que la relación es:

𝒚 = 𝒎𝒙 + 𝒃

Modelo Lineal

Buscamos encontrar los parámetros 𝒎 y 𝒃 que 
minimicen la distancia de los datos al modelo

Tomamos una serie de 
medidas (xi, yi)

Caso más sencillo



Buscamos encontrar los parámetros 𝒎 y 𝒃 que 
minimicen la distancia de los datos al modelo

𝑦 = 𝑓 𝑥 = 𝑚𝑥 + 𝑏
P: datos medidos

Caso aún más sencillo

Hipótesis:  
𝜺𝒓𝒚 ≫ 𝜺𝒓𝒙

𝜺𝒓𝒚 =
∆𝒚

 𝒚

𝒚

𝒙



Caso 1

Cuando todos los datos en 𝒚 tienen igual incerteza

𝑦 = 𝑓 𝑥 = 𝑚𝑥 + 𝑏

𝑀 = 𝛿𝑖
2 = 𝑦𝑖 − (𝑚𝑥𝑖 + 𝑏)

2

P: datos medidos

Minimizar la Suma de los Cuadrados de los Residuos

Residuos (𝛿𝑖)Distancia

𝛿1
2 + 𝛿2

2 + 𝛿3
2 + …

𝜺𝒓𝒚 ≫ 𝜺𝒓𝒙

𝛿𝑖
2 = 𝑦𝑖 − (𝑚𝑥𝑖 + 𝑏)

2

Cuadrados mínimos NO Ponderados

𝒙

𝒚



¿Cómo encontramos los parámetros 𝒎 y 𝒃?

𝑀(𝑚, 𝑏) = 

1

𝑁

𝑦𝑖
2 +𝑚2 

1

𝑁

𝑥𝑖
2 + 𝑁𝑏2 + 2𝑚𝑏 

1

𝑁

𝑥𝑖 − 2𝑚 

1

𝑁

𝑥𝑖𝑦𝑖 − 2𝑏 

1

𝑁

𝑦𝑖

𝜕𝑀

𝜕𝑚
= 0

𝜕𝑀

𝜕𝑏
= 0

2𝑚 

1

𝑁

𝑥𝑖
2 + 2𝑏 

1

𝑁

𝑥𝑖 − 2 

1

𝑁

𝑥𝑖𝑦𝑖 = 0

2𝑁𝑏 + 2𝑚 

1

𝑁

𝑥𝑖 − 2 

1

𝑁

𝑦𝑖 = 0

𝑚 =
𝑁∑𝑥𝑖𝑦𝑖 − ∑𝑥𝑖∑𝑦𝑖
𝑁∑𝑥𝑖

2 − ∑𝑥𝑖
2

𝑏 =
∑𝑥𝑖
2∑𝑦𝑖 − ∑𝑥𝑖∑𝑥𝑖𝑦𝑖
𝑁∑𝑥𝑖

2 − ∑𝑥𝑖
2

𝑀(𝑚, 𝑏) = 

1

𝑁

𝑦𝑖 − (𝑚𝑥𝑖 + 𝑏)
2Minimizar la Suma de los 

Cuadrados de los Residuos

Caso 1



Ejemplo

𝑦 = 𝑚𝑥 + 𝑏

Encontremos la recta que mejor aproxima a los siguientes datos:

𝑚 =
𝑁∑𝑥𝑖𝑦𝑖 − ∑𝑥𝑖∑𝑦𝑖
𝑁∑𝑥𝑖

2 − ∑𝑥𝑖
2

𝑏 =
∑𝑥𝑖
2∑𝑦𝑖 − ∑𝑥𝑖∑𝑥𝑖𝑦𝑖
𝑁∑𝑥𝑖

2 − ∑𝑥𝑖
2

Caso 1



Estamos evaluando la incerteza en el eje y

𝑆𝑦 =
∑𝛿𝑖
2

𝑁 − 2

Válido cuando todas las medidas de y tienen igual precisión

¿Cómo encontramos 𝑺𝒎 y 𝑺𝒃?

Hipótesis: Consideremos a la incerteza como 𝛿𝑖

Propagación de errores!! D. C. Baird. Prentice Hall 

(1991). Apéndice 2

𝑏 =
∑𝑥𝑖
2∑𝑦𝑖 − ∑𝑥𝑖∑𝑥𝑖𝑦𝑖
𝑁∑𝑥𝑖

2 − ∑𝑥𝑖
2

𝑚 =
𝑁∑𝑥𝑖𝑦𝑖 − ∑𝑥𝑖∑𝑦𝑖
𝑁∑𝑥𝑖

2 − ∑𝑥𝑖
2

𝑆𝑚 = 𝑆𝑦
𝑁

𝑁∑𝑥𝑖
2 − ∑𝑥𝑖

2 𝑆𝑏 = 𝑆𝑦
∑𝑥𝑖

𝑁∑𝑥𝑖
2 − ∑𝑥𝑖

2

Caso 1



Hipótesis: Considera a las 
medidas más precisas
las más relevantes

𝜒2 = 

1

𝑁
𝑦𝑖 − (𝑚𝑥𝑖 + 𝑏)

𝑆𝑖

2

Caso 2

Cuando los datos en 𝒚 tienen diferente incerteza

𝑦 = 𝑓 𝑥 = 𝑚𝑥 + 𝑏𝜺𝒓𝒚 ≫ 𝜺𝒓𝒙

Cuadrados mínimos Ponderados

Minimizar la Suma de los Cuadrados de los Residuos 
Normalizados

𝒚



𝑏 =
∑𝑤𝑖𝑦𝑖∑𝑤𝑖𝑥𝑖

2 − ∑𝑤𝑖𝑥𝑖∑𝑤𝑖𝑥𝑖𝑦𝑖
∑𝑤𝑖∑𝑤𝑖𝑥𝑖

2 − ∑𝑤𝑖𝑥𝑖
2

𝑚 =
∑𝑤𝑖∑𝑤𝑖 𝑥𝑖𝑦𝑖 − ∑𝑤𝑖𝑥𝑖∑𝑤𝑖𝑦𝑖
∑𝑤𝑖∑𝑤𝑖𝑥𝑖

2 − ∑𝑤𝑖𝑥𝑖
2

𝑆𝑚
2 =

∑𝑤𝑖
∑𝑤𝑖∑𝑤𝑖𝑥𝑖

2 − ∑𝑤𝑖𝑥𝑖
2 2 𝑆𝑏

2 =
∑𝑤𝑖𝑥𝑖

2

∑𝑤𝑖∑𝑤𝑖𝑥𝑖
2 − ∑𝑤𝑖𝑥𝑖

2 2

Cuadrados mínimos Ponderados

𝑤𝑖 =
1

𝑆𝑦𝑖
2

𝜒2 = 

1

𝑁
𝑦𝑖 − (𝑚𝑥𝑖 + 𝑏)

𝑆𝑖

2
Definiendo:

Caso 2



CON Ponderación vs SIN Ponderación

Al ponderar se da relevancia a las medidas con menor incerteza

𝑀 = 𝑦𝑖 − (𝑚𝑥𝑖 + 𝑏)
2

𝜒2 = 

1

𝑁
𝑦𝑖 − (𝑚𝑥𝑖 + 𝑏)

𝑆𝑖

2
CON

SIN



¿Qué podemos discutir sobre un ajuste?

𝒓

𝝌𝒗
𝟐

Residuos

Da idea de “compatibilidad” del 
modelo con los datos

Da idea de “cuan bueno” 
fue el ajuste

Coeficiente de 
Correlación de Pearson

Chi-cuadrado 
reducido

Parámetros que nos servirán de ayuda

Da idea de la “forma” de 
distribución de los datos 

respecto de la recta



𝑟 =
𝐶𝑜𝑣(𝑥, 𝑦)

𝑉𝑎𝑟 𝑥 𝑉𝑎𝑟(𝑦)
=
𝑆𝑥𝑦
𝑆𝑥𝑆𝑦

𝐶𝑜𝑣 𝑥, 𝑦 = 𝑆𝑥𝑦 =
1

𝑁
 𝑥𝑖 −  𝑥 𝑦𝑖 −  𝑦

Se espera que 𝒓 ~𝟏

Coeficiente de Correlación de Pearson (𝑟)

𝑉𝑎𝑟(𝑥) = 𝑆𝑥
2 =
1

𝑁
 𝑥𝑖 −  𝑥

2

𝑉𝑎𝑟(𝑦) = 𝑆𝑦
2 =
1

𝑁
 𝑦𝑖 −  𝑦

2

−1 ≤ 𝑟 ≤ 1



Coeficiente de Correlación de Pearson

Ejemplo



Coeficiente de Correlación de Pearson

Ejemplo



Evaluar los residuos!!!

Pero OJO!!!! 
Estos cuatro ejemplos tienen 
igual valor de 𝑟

Necesito evaluar algo Más!!

Residuos
En esos casos sucedió que la distribución de 

los datos alrededor de la recta no era normal



𝝌𝒗
𝟐

Chi-cuadrado 
reducido

𝝌𝒗
𝟐 ~𝟏

𝝌𝒗
𝟐 ≪ 𝟏

𝝌𝒗
𝟐 ≫ 𝟏

Chi-cuadrado 𝜒2 = 

1

𝑁
𝑦𝑖 − (𝑚𝑥𝑖 + 𝑏)

𝑆𝑖

2

𝝌𝒗
𝟐𝝌𝟐

normalizado



¿Qué esperamos?

𝒓

𝝌𝒗
𝟐

Residuos

Coeficiente de 
Correlación de Pearson

Chi-cuadrado 
reducido

Parámetros que nos servirán de ayuda

𝒓 ~ 𝟏

𝝌𝒗
𝟐 ~ 𝟏



EXPERIMENTO
Exp. 4ACTIVIDAD 1

DETERMINAR LA ACELERACIÓN DE LA GRAVEDAD (𝒈) A PARTIR DE 

LOS DATOS DEL PERÍODO DE UN PÉNDULO PARA DISTINTAS 

LONGITUDES – MODELO LINEAL

𝑻 = 𝟐𝝅
𝒍

𝒈

𝑻 NO ESTÁ RELACIONADO

LINEALMENTE CON 𝒍



EXPERIMENTO
Exp. 4

Miren lo que obtengo aplicando el modelo lineal 
a 𝑻 en función de 𝒍!!

𝒓 = 𝟎, 𝟗𝟖𝟖



¿Cómo utilizo el modelo lineal en una relación NO lineal?

𝑻 = 𝟐𝝅
𝒍

𝒈

𝑻𝟐 =
𝟒𝝅𝟐

𝒈
𝒍

𝑻 =
𝟐𝝅

𝒈
𝒍

 

 

T
2
 (

u
. 

a
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l (u. a.)

Pendiente

𝒚 𝒙

𝒚 𝒙

¿Podría obtener 𝒈 a partir de los datos del período de un 

Péndulo y la longitud usando un Modelo lineal?



EXPERIMENTO
Exp. 4

• Se hará a partir de la relación de 𝑇2 y 𝑙. 

1- Obtenga los errores absolutos de 𝑇2 y 𝑙 (∆𝑇2 y ∆𝑙)

2- Obtenga los errores relativos de 𝑇2 y 𝑙 (r𝑇
2 y r𝑙) y compárelos

DETERMINAR LA ACELERACIÓN DE LA GRAVEDAD A PARTIR DEL 

PERÍODO DE UN PÉNDULO PARA DISTINTAS LONGITUDES

ACTIVIDAD 1

Propago!!



EXPERIMENTO
Exp. 4

• Graficar 𝑇2 en función de 𝑙 (o 𝑙 en función de 𝑇2 dependiendo 
de los r). Colocar con las incertezas de la variable del eje y.

• Realizar un ajuste lineal. Evaluar la calidad (r, Chi-cuadrado, 
residuos). 

DETERMINAR LA ACELERACIÓN DE LA GRAVEDAD A PARTIR DEL 

PERÍODO DE UN PÉNDULO PARA DISTINTAS LONGITUDES

• Obtener 𝒈 =  𝒈 ± ∆𝒈 utilizando el modelo lineal del método 
de cuadrados mínimos

ACTIVIDAD 1



EXPERIMENTO
Exp. 4

AYUDA

𝑻𝟐 =
𝟒𝝅𝟐

𝒈
𝒍

𝒚 𝒙
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𝜺𝒓𝑻𝟐 ≫ 𝜺𝒓𝒍

Pendiente 𝒎 =  𝒎+ ∆𝒎

𝒎 =
𝟒𝝅𝟐

𝒈

 𝒈 =
𝟒𝝅𝟐

 𝒎
¿ ∆𝒈?

Propago!!

𝒈 =
𝟒𝝅𝟐

𝒎

¿Puedo despreciar el término de 𝝅?

∆𝒈 = −
𝟒𝝅𝟐

𝒎𝟐

𝟐

∆𝒎𝟐 +
𝟖𝝅

𝒎

𝟐

∆𝝅𝟐

ACTIVIDAD 1



EXPERIMENTO
Exp. 4

𝒍 =
𝒈

𝟒𝝅𝟐
𝑻𝟐

𝒚 𝒙

¿ Si 𝜺𝒓𝑻𝟐 ≪ 𝜺𝒓 𝒍 ?

Pendiente 𝒎 =  𝒎+ ∆𝒎

𝒎 =
𝒈

𝟒𝝅𝟐
𝒈 = 𝟒𝝅𝟐𝒎

SE DEBE GRAFICAR 𝒍 en función de 𝑻𝟐

𝑻𝟐 =
𝟒𝝅𝟐

𝒈
𝒍

AYUDA

¿ ∆𝒈?

Propago!!

ACTIVIDAD 1



DETERMINAR LA RELACIÓN ENTRE 𝑻′ Y 𝑻 UTILIZANDO UN MODELO 

LINEAL Y EL MÉTODO DE CUADRADOS MÍNIMOS PONDERADO 

ACTIVIDAD 2
EXPERIMENTO

Exp. 5

• Medir para una única longitud: 
𝑻′ para 𝒏 = 1, 2, …, 15

• Graficar 𝑻′ en función de 𝒏
colocar las incertezas de 𝑇′ (∆𝑇′)

• Realizar un ajuste lineal.    
Evaluar los residuos.

Realice el experimento sólo 1 integrante del grupo



EXPERIMENTO
Exp. 4

Ayuda para realizar el ajuste en el Origin
(ver el apunte de la página)



EXPERIMENTO
Exp. 4

Ayuda para realizar el ajuste en el Origin
(ver el apunte de la página)

Pondera las 
incertezas



EXPERIMENTO
Exp. 4

Ayuda para realizar el ajuste en el Origin
(ver el apunte de la página)



EXPERIMENTO
Exp. 4

Ayuda para realizar el ajuste en el Origin
(ver el apunte de la página)

Son las incertezas

Por ej. pendiente:
m = (3,78  0,25) Ud.



EXPERIMENTO
Exp. 4

Ayuda para realizar el ajuste en el Origin
(ver el apunte de la página)

Son los residuos


