Laboratorio 1
Turno C



Supongamos que queremos medir la velocidad de un cuerpo en MRU.

En forma directa, por ejemplo usando una pistola de velocidad, (@W |
. — ), 6’,’/
se obtiene: (g2

v = g :t' I_Dreusnon del |
instrumento

En forma indirecta, midiendo la posicion a dos tiempos distintos, y
luego haciendo el cociente entre la distancia recorrida y el tiempo.
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En ambos casos, podriamos medir N veces, y reportar la media
de todas las velocidades obtenidas. El error seria entonces:
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éPor qué no medir directamente la posicion N veces? Si estamos en un MRU,
la ecuacion horaria resultante es:

o(t) = xg + vt

Supongamos que el cuerpo se mueve con v =0.1 m/s, y medimos 10 veces
por segundo. Entonces podriamos obtener algo asi:
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éPor qué no daria un linea recta? é¢Hay algo mal en la ecuacion horaria?



¢Como podemos estimar el mejor valor para x,y v? éQué quiere decir
mejor? Lo que queremos, es que la recta estimada se ajuste bien a los datos.

Esto es un ejemplo particular de un problema mas general, en el que hay
N pares de puntos medidos (x,y;) y queremos elegir la recta con la menor
distancia a los puntos, en algun sentido estadistico.

Para determinar a y b, se aplica el método de los cuadrados minimos,
gue minimiza suma de las distancias cuadraticas verticales de los puntos a
la recta. Graficamente:

o | | | | y = fz) =a+ba
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Mas formalmente, queremos minimizar: \~ = E yi — (a+ b))
i=1

Los N puntos (x,y;) estdn medidos, son constantes. Podemos pensar a x>
como una funcidon de a y b. Para encontrar los valores de a y b que
minimizan la expresion, derivamos e igualamos a cero:
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Esto lleva a un par de ecuaciones lineales con dos incégnitas, denominadas
ecuaciones normales. Su solucidn es Unica y sencilla:
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Lo anterior vale si:
- el error en x es despreciable.
- el error en y es despreciable, o igual en todas las mediciones.

En un caso un poco mas general, consideramos errores en las mediciones de y.
Nos interesa que la recta ajuste mejor a los puntos medidos con mayor precision.

Esto se logra definiendo ¥? asi:
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La solucion de las ecuaciones normales queda:
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La ponderacion del error mitiga la distorsion que pueden introducir las
mediciones poco precisas.
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¢Y si el error en x no es despreciable? Hay métodos generales para errores
en ambas variables, pero son mas complicados. Lo habitual es elegir como x
la variable con menor error, y despreciarlo. éQué criterio se puede tomar?

Ar = A
Ar < Ay — < =J - b Ax
£ U
iYsixeynosonla Mejor épero no
misma magnitud? depende de mas nada?

Lo mejor es elegir x e y, aplicar cuadrados minimos para estimar b, y
chequear que se satisfaga:
bAr < Ay

Si no se cumple, hay que invertir los ejes, y aplicar el método para
encontrar otros parametros:
r=c+my

Peroqueremos y=a+br = b=— a=——



éQué errores tienen ay b? En su determinacion estan involucradas las N
mediciones de (x,y;), asi que se estima propagando el error de todas ellas.
Suponiendo que las distintas mediciones no estan correlacionadas entre si:
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Esto es una estimacion de la varianza que obtendriamos si repetimos el
mismo ajuste varias veces, midiendo N puntos cada vez.

Importante! Las estimaciones de a y b no son independientes! Una fluctuacion
en a implica una en b, y viceversa. Esto es fundamental a la hora de propagar
los errores de a y b en calculos que los involucran.



Un parametro Gtil para evaluar cuan bueno es el ajuste es el coeficiente R2

o coeficiente de determinacion. Se define como:
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El coeficiente es positivo y menor o igual a 1. Vale 1 solo en el caso de que

todos las mediciones se ajusten sobre una recta.

Nos permite comparar en forma sencilla cuan buenos son los resultados
de distintos ajustes. También puede ser la base de un test de hipdtesis.
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El concepto de cuadrados minimos se puede aplicar a todo tipo de funciones,
no solamente a rectas. Pero hay una gran diferencia segun si la funcion es
lineal o no lineal en los parametros que se quieren determinar.

Lineales: a+bx +ca?, asen(r), aexp(x), alog(r)

Todo lo que vimos sigue valiendo, las ecuaciones normales
son diferentes pero siempre tienen solucion, y es Unica.

No lineales: a+a*r, sen(ar), explax), log(ax)

Las ecuaciones normales no siempre tienen solucién unica, y en general no
tienen solucion cerrada. La suma de los cuadrados se minimiza
numéricamente usando algoritmos de optimizacion, y muchas veces
necesita una solucion inicial, de la que depende el resultado final.

A veces se pueden convertir un caso no lineal en otro lineal haciendo
una sustitucidn de variable. Por ejemplo para ajustar N datos (x,y;) con
una funcién exponencial: y=explazr), u=I(y) = u=aux
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Hoy vamos a:

- Estudiar el movimiento de un carrito sobre un riel inclinado.

- Medir su posicion en funcién del tiempo, y medir su aceleracién para
distintas inclinaciones del riel.

- Determinar la aceleracion de la gravedad a partir de los resultados.
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Ecuacion horaria del carrito

El encastre en el riel restringe

Hipotesis / el movimiento lateral

— Movimiento 1D ,
- Entre el carro y el aire

— Ausencia de rozamiento - - Entre el carroy el riel

- Entre las partes moéviles del carro

La interaccion entre el carro y el riel esta mediada por las ruedas. No es trivial
describirla correctamente, pero veamos que pasa si la aproximamos por la de
un cuerpo puntual.

y) my=FP,—N=0= N =P,

r) mx =P, =mgsen(a)

= T = g :5,(-3-11((1-) aceleracidn constante

(l
— I(f) = X T+ -E_Jo(f_ — ILO) 1 §(IL L _il‘.O)Q
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Podemos hacer lo mismo con el balance de energia:

AFEiotal = LN =  Eiotal = Ep + E' es constante

1 L]
— —mi
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2 L mgh

L.
5???.,{72 + mg(hg — xsen(a))

Derivando una vez respecto del
tiempo (solo x depende)

ma r — -:-",;-?g*i_' Hell((fr)

T = gsen(a)

De esta manera se llega a lo mismo y la aproximacion es mas clara, solo

estamos asumiendo que no hay rozamiento, sin importar cuan complicada
sea la interaccion carro-riel.
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Medicion de la posicion

Para medir la posicidon en funcion del tiempo, vamos a usar un sensor de
movimiento. Funciona como la eco-localizacion de los murciélagos:

- Es un emisor y receptor de pulsos
de ultrasonido.

- Los pulsos se reflejan en los objetos
al frente y regresan al emisor.

- A partir del tiempo de viaje de los
pulsos reflejados, el dispositivo
determina la distancia.

S\
A A

Para tener en cuenta:

- No detecta bien objetos cercanos (a menos de 20 cm de distancia).

- El haz se expande como un cono, puede detectar objetos al costado.

- Se puede elegir la frecuencia de adquisicion.

- Tiene una calibracién por defecto, pero hay que revisarla y posiblemente
realizar una calibracion propia.

- Deben fijarlo mediante un soporte al extremo elevado del riel. No lo golpeen
ni dejen que lo golpee el carro, es fragil y caro.
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Eiemplo de una medicion:

Soltando el carro desde el reposo a 25 cm del sensor.
Inclinacion aprox. 10°, muestreo de 50 Hz.

1'4'_ La curva roja se obtuvo

12 - mediante un ajuste de la forma:

1,0 a+br+cua?
. 0,8+
S Por la ecuacioén horaria, podemos
X 06 . .,
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Medicion de la inclinacion del riel

Una propuesta, usando una cinta métrica y trigonometria simple:

Hs — Hy

sen(a) =

I

- No es la Unica forma de hacerlo. Pueden innovar.

- No se olviden de estimar el error en sen(a).
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Medicion de la aceleracion de la gravedad

Para una dada inclinacién medimos a, y sen(a)

La teoria establece la relacion: @, = gsen(a) — Podemos despejar g

Pero vamos a medir a, y sen(a) para distintas inclinaciones

Podemos definir dos variables de manera que su relacion sea lineal,
con pendiente g:

u=ay, v=senla) = u=guv
Si realizamos un ajuste por una recta usando cuadrados minimos, podemos

asociar g a la pendiente del ajuste. Esto es mejor que la medicidén en un
solo punto, ya que incorpora informacion de multiples mediciones.

Sinose cumple gA(sen(a)) < A(a,) esconveniente invertir los ejes
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Actividades para hoy:

Para al menos 5 inclinaciones distintas:

1) Medir el angulo de inclinacidn, el seno y estimar sus errores.

2) Realizar 4 tiradas del carro, soltandolo desde el reposo, y medir su
posicidon en funcién del tiempo. Para cada tirada obtener la aceleracién a
partir de un ajuste con una parabola.

3) Promediar los 4 resultados y estimar el error correspondiente.

Con los resultados de cada inclinacidon determinar la aceleracion de la

gravedad mediante un ajuste por una recta, en un grafico de a, vs sen(a).
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